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1 序論 
1.1 分子の量子ダイナミクス 
1.1.1 分子の量子効果を伴う化学反応 
数ある化学反応の中には原子核の量子効果が顕著に現れる反応がある。例えば、図 1.1 の
ような基本的な反応の１つである、7-アザインドールの分子間プロトン移動反応[1][2][3]で
は、電子励起状態で反応障壁を超える程度の振動エネルギーを有していなくてもトンネル
効果によってプロトンが転位する。7-アザインドールの反応機構は長らく議論されてきてお
り、2 つのプロトンが同時に移動する協奏的反応か、1 つが移動してからもう 1 つが移動す
る段階的反応のどちらで起きているかについて研究されている[1][2]。 
 
 
図 1.1 7-アザインドール 2 量体の電子励起(S1)状態におけるダブルプロトン移動。反応障壁
を越えるほどのエネルギーを有していなくても、プロトンの量子性によって障壁を通り抜
けるように転位する。 
 
もう 1 つの例として、図 1.2 のようなアゾベンゼンの光誘起 cis-trans 異性化反応[4][5]が
ある。この反応は複数の電子状態を遷移し、断熱ポテンシャルエネルギー面が近接している
付近で分子の量子効果の 1 つである非断熱遷移が起きる。非断熱遷移が起こると波束が分
岐・干渉といった量子力学特有の現象が現れる。素早くポテンシャル面の遷移が生じるため
非常に速く異性化反応が進むことが特徴的である。この特徴を踏まえて、ポテンシャル面を
光で揺さぶることで異性化反応の制御が可能である。 
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図 1.2 アゾベンゼンの光誘起 cis-trans 異性化反応。複数の電子状態（ポテンシャルエネルギ
ー面）が関与する反応である。ポテンシャル面が近接した領域で分子の量子効果の 1 つであ
る非断熱遷移によって高速に異性化が起きる。非断熱遷移によって波束が分岐・干渉する量
子効果も生じる。 
 
 これらの反応の動的過程の詳細を調べるためにフェムト秒レーザーなどを用いた研究が
盛んに行われている。その1つにポンプ・プローブ時間分解分光法がある。1つめの光(ポン
プ光)で分子を励起させ、遅れて照射する2つめの光(プローブ光)で観測を行う方法である。
遅延時間の間隔を変更することによって、フェムト秒の時間スケールで分子運動を観測す
ることができる。また、実験では観測できない反応の詳細を調べるために理論的にも多くの
研究が行われてきた。 
 
1.2 分子のダイナミクスを記述する理論的手法 
分子ダイナミクスを記述する手法の 1つに ab initio 分子動力学法(古典トラジェクトリ計
算)がある[6]。この手法は量子化学計算（電子状態計算）によって原子核に働く力を計算し
て、原子核に関するニュートン方程式を解いて時間発展を追う。この手法は On-the-fly 動力
学計算（時間発展に必要なポテンシャル、すなわち原子核に働く力を時間発展と共に「その
場」で計算を行うこと）を行っているので多くの自由度を扱うことが可能である。また、逐
次、量子化学計算を行っているため、化学結合の結合・切断も評価が可能である。さらによ
り多くの自由度をもつ系を扱うためには、電子状態計算を行わずにモデルポテンシャルを
用いて、核に働く力の計算を行う方法がある。モデルポテンシャルを使用しているため、化
学結合の結合・切断の評価はできないが、膨大な自由度を扱うことが可能である。このよう
な計算の例としては、ウイルスの全原子シミュレーション[7]がある。 
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これらの分子動力学計算は原子核を古典粒子として扱っているため量子効果を取り込む
ことが難しい。そのため、水素などの軽い原子を含む分子のダイナミクスや複数の電子状態
が関わる反応ダイナミクスを適切に記述できない。しかしながら、これらの分子動力学計算
を元にして、分子の量子効果を取り込む手法も考案されている。その例の 1 つに Zhu-
Nakamura 理論[8]を取り込んだ Trajectory Surface Hopping 法[9][10][11]がある。この手法は
量子効果のうち、非断熱遷移を扱うことができる。具体的には、断熱ポテンシャル面上を走
る古典トラジェクトリが複数のポテンシャル面が近接する領域に入ったときに、別のポテ
ンシャル面上に遷移するかどうかを確率で決定する。これにより、非断熱遷移を取り込んで
いる。この手法はさまざまな系に適用されており、非断熱遷移を伴う反応の解析が行われて
いる。さらに、非断熱結合を計算することなく、アゾベンゼンの trans-cis 光異性化反応を記
述した例もある[12]。 
 この他にもファインマンの経路積分法[12][13]という手法がある。経路積分は運動の始点
と終点を結ぶ経路が無数にあるという考えであり、これらの経路を足し合わせることで量
子効果を表現する。分子動力学計算で得られた多数の経路を足し合わせることで分子の量
子効果が表れる反応を理論的に追跡できる。この経路積分法から発展した半古典波束伝搬
法に、初期値表示[14][15][16]（Initial Value Representation : IVR）、Herman-Kluk (HK) propagator 
[17][18][19]がある。 
 
1.3 量子ダイナミクスを記述する理論的手法 
 分子の原子核を量子的に扱う手法に核波束動力学法がある。この手法は(1.1)式の時間依存
Schrödinger 方程式(Time-dependent Schrödinger equation ; TDSE)を解いて時間変化する波動関
数、つまり、波束の時間発展を追う。 
 𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡
Ψ(𝑡) = ?̂?Ψ(𝑡) (1.1) 
ここで、ℏは換算プランク定数、Ψ は系の波動関数、?̂?は系のハミルトニアンである。TDSE
を厳密に解く方法として、座標空間をグリッド（格子点）に分割して数値的に解く手法があ
り、その一例として Split-operator 法[20]がある。この手法は各格子点上の波動関数に時間発
展演算子を作用させて時間発展を追う（運動エネルギー演算子を作用させる際には、フーリ
エ変換を使って波動関数を運動量空間で表す）。周期境界条件 Ψ(q0, t) = Ψ(qN, t)を課すこと
で、運動エネルギーを精度良く計算できる。格子点表示で時間発展を追うには、あらかじめ
各格子点上のポテンシャルエネルギー値< qi| V(q) |qj > = V(qj)δijを電子状態計算で求めておく
必要がある。すなわち大域的なポテンシャルエネルギー曲面をあらかじめ用意しておかな
ければならない。格子点の数は自由度の増加に伴い、指数関数的に増加するため、多自由度
系ではポテンシャルエネルギー面の構築に膨大な計算量を要する。そのため、多次元ポテン
シャル曲面の構築は現実的ではない。また、数値積分を用いるポテンシャル積分の計算の負
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荷も大きい。したがって、split operator 法は実際の分子系には適さない。そのため、分子の
量子ダイナミクスの追及を目的に様々な近似解法が提案されてきた[21][22][23]。さらに、事
前にポテンシャルエネルギー面を構築することなく on-the-fly で波束の時間発展を追う手法
も提案されている[24][25][26]。 
 
1.3.1 ガウス基底を用いた近似解法Ⅰ：時間に依存する基底 
 格子点表示では多次元系のダイナミクスを追跡することが現実的ではない点を踏まえて、
局在化したガウス波束を用いて波動関数を表す方法がいくつも提唱されてきた。指数関数
やべき関数とガウス関数との積の積分（ガウス積分）は解析的に求められるので、それによ
り時間発展に必要な種々の積分がガウス積分を含む場合に積分が高速で計算できる。また、
ポテンシャル曲面の情報は局在化しているガウス基底近傍の情報のみで十分であり、時間
発展に応じてガウス基底近傍のポテンシャルの情報を求めればよいので、あらかじめポテ
ンシャル曲面を用意する必要が無い。このことから、局所的なポテンシャルの情報を必要な
時にだけ用いて時間発展を追う on-the-fly 動力学計算に適していると言える。 
ガウス波束を用いた手法のはじまりとして Heller の単一ガウス波束[27][28][29]の手法が
ある。この手法は(1.2)式のように波動関数を時間に依存するガウス波束で表す。 
 𝑔(𝐪, 𝑡) = exp⁡(−[𝐪 − 𝐐(𝑡)]𝑇𝛂(𝑡)[𝐪 − 𝐐(𝑡)] +
𝑖
ℏ
𝐏(𝑡)(𝐪 − 𝐐(𝑡)) + 𝑐(𝑡)) (1.2) 
Q(t)は中心位置、P(t)は中心運動量、c(t)は規格化定数、α(t)はRe⁡ 𝛼 = ⁡ 1 4∆𝑞2⁄  のように、ガ
ウス波束の幅 Δq(位置の標準偏差)と対応するパラメータである。Q(t)と P(t)の対によって、
座標とそれに共役な運動量の空間である位相空間上の 1 点が指定されることになる。α が時
間に依存するガウス波束の場合は Thawed Gaussian と呼ばれる。このガウス波束を TDSE に
適用すると、ガウスパラメータの時間発展の方程式が得られ、それを解くことで時間発展を
追う。例えば、(1.2)式に 1 次元自由粒子の TDSE を適用すると、 
 𝑃(𝑡) = 𝑃(0) (1.3) 
 𝑄(𝑡) = 𝑄(0) +
𝑃(0)
𝑚
𝑡 (1.4) 
のように（m は質量）、中心位置 Q(t)と中心運動量 P(t)の時間発展方程式が得られる。この
方程式は古典粒子のニュートン方程式から得られる時間発展方程式と対応している。すな
わち、ガウス波束の中心位置 Q(t)と中心運動量 P(t)はニュートン方程式に従っていると言え
る。古典力学の運動方程式に従うことは、トンネル効果や干渉などの複雑な量子効果に適用
できないことを示している。Thawed Gaussian は α の時間変化によって波束の広がりや収縮
を表現できるが、ポテンシャル面が急激に変化する領域などで α の符号が反転し、数値が発
散するため計算が不安定になる。これを避けるために、αが時間に依存しないFrozen Gaussian
がある。ガウス波束の形が変わらないため波動関数を柔軟に表現できないが、Thawed 
Gaussian よりも数値的に安定である。 
7 
 
ガウス波束 1 つでは適切に波動関数を記述できないため、高精度化するために複数のガ
ウス基底で展開する手法[30][31]が提唱された。 
 Ψ(𝐪, 𝑡) =∑𝐴𝑗(𝑡)𝑔𝑗(𝐪, 𝑡)
𝑗
 (1.5) 
ここで、Aj(t)は展開係数である。しかし、時間発展をしてガウス基底 gj(q,t)が接近し、Qj(t) 
≈ Qj’(t), Pj(t) ≈ Pj’(t)のような組(j, j’)が生まれることがある。ガウス基底は非直交基底である
ため、同じような基底の組が得られ、その結果、線形従属性によって時間発展の方程式が不
安定になる問題が生じてしまう。 
 多次元系への拡張の方法の 1 つに、ガウス基底多配置時間依存 Hartree (Gaussian-based 
multiconfiguration time-dependent Hartree ; G-MCTDH)法[32]がある。G-MCTDH 法では波動関
数を次式のように 1 次元の時間依存ガウス波束𝑔𝑗𝑘(𝐪𝒌,𝑡)の Hartree 積の線形結合で表す。 
 Ψ(𝐪𝟏, 𝐪𝟐,⋯ , 𝐪𝑵, 𝑡) = ∑ 𝐴𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁(𝑡)𝑔𝑗1(𝐪𝟏,𝑡)𝑔𝑗2(𝐪𝟐,𝑡)⋯𝑔𝑗𝑁(𝐪𝑵,𝑡)
𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁
 (1.6) 
１次元のガウス波束の Hartree 積で波動関数を表すことで、原子核あるいは分子振動モード
ごとに分割して記述できるため、TDSE の厳密解法と比べて必要な計算コストを減らすこと
ができる。また、多配置波動関数にすることで核間相関を取り込んで適切に量子ダイナミク
スを記述できる。しかし、(1.5)式と同様に、同じようなガウス基底の組が得られると時間発
展の方程式が不安定になるので、重い原子に対しては単配置で十分な振動モードにのみ限
定してガウス波束で表現するなどの工夫が必要である。 
量子効果のうち、トンネル効果を適切に記述するには複数の基底が必要であるが、ガウス
基底間の重なりによる数値的不安定性が生じてしまう問題がある。 
 
1.3.2 ガウス基底を用いた近似解法Ⅱ：時間に依存しない基底 
複数のガウス基底を用いた場合の時間発展方程式の数値的な不安定性を解決するために、
時間に依存しないガウス基底を用いた手法も提案されてきた。その 1 つに Basis expansion 
leaping multiconfiguration Gaussian (BEL MCG)法[33]がある。この手法は(1.7)式のように時間
に依存しないガウス基底で波動関数を展開する。 
 Ψ(𝐪, 𝑡) =∑𝐴𝑗(𝑡)𝑔𝑗(𝐪)
𝑗
 (1.7) 
ガウス基底の時間発展方程式は不要であり、展開係数の時間発展のみで波動関数の時間変
化を記述する。この手法はあらかじめガウス基底が分布している領域では適切に時間発展
を記述できる。しかし、その領域から波束が外に出ようとしたときに適切に記述できなくな
る。そのため、波動関数の形や位置がある程度変化したら新しいガウス基底の組で再び展開
する。このとき、あらかじめ互いがあまり接近しない基底の組を選んで展開することでガウ
ス基底の線形従属性による数値的な不安定性を回避できる。以後、同様に時間発展とガウス
基底の組の選び直し（再展開）を繰り返すことで長時間の時間発展を適切に記述できる。ま
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た、この手法の特徴の 1 つとして波動関数の精度を決めるパラメータがあり、これにより計
算コストと計算時間の調節が可能である。適用例として、1、2 次元の障壁散乱による波束
の反射・透過、3 原子分子を 3 次元系で表したときの光解離スペクトルがある。 
 
 
図 1.3 BEL MCG 法の模式図。初めに青色のガウス基底の組を用いて赤色の波動関数 Ψ を展
開する。ある程度時間発展をさせて波動関数がポテンシャル面を下り、その位置や形が変化
した後に緑色の新しいガウス基底の組を用意して再び展開を行う。展開するときに波動関
数が分布していない領域よりも外側にいくつか基底（点線）を配置しておくことによって、
ある程度の時間発展を適切に記述できる。また、その基底上の波動関数の分布を確認して、
あるしきい値を越えるときに再び展開を行うといった、再展開を行うための目安としても
利用できる。 
 
しかし、この手法は無駄な基底が生じやすく基底の数が膨大になることが懸念される
（BEL MCG 法の詳細については 2.1 で説明する）。再展開の際に、序盤は展開する波動関数
が分布している付近に基底を配置する。しかしながら、基底間の距離が近づきすぎないよう
に拘束条件が課されているので，基底の数が増えだすと，波動関数が分布していない領域に
も新しい基底を配置してしまう。また、中心運動量についても、序盤は波動関数の運動量期
待値に設定するが、基底の数が増えると波動関数の運動量に対して大きな値を取りがちに
なる。実際、先行研究では、簡単な 1 次元散乱の問題に対しても最大 600 個もの基底を要し
たと述べられている。位相空間上の基底の配置から見てみると、図 1.4 のように配置が乱雑
であるほか、波束が分布している領域から大きく外れた位置にも基底が配置される傾向が
ある。また、基底間の距離が近いと重なりが大きくなり、ガウス基底の非直交性と過剰完備
性（この性質の説明については 2.2 節で述べる）によって時間発展の方程式が数値的に不安
定になる。しかし、距離が空きすぎると非完備な空間が生じて適切に波動関数を記述できな
くなるので、基底間の距離のバランスが重要となる。この問題を解決するアイデアの 1 つと
して、位相空間上で規則正しく並べ、基底間の距離を適切に与えて波束の時間発展に必要な
基底のみを選択すれば、必要な基底の数を抑えられる（少ない基底数で適切に波動関数を記
述できる）と期待できる。 
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図 1.4 BEL MCG 法で用いられる基底の位相空間上の配置。はじめは波束の中心（波動関数
の値が大きな領域）に基底を置く。続いて、既に配置された基底とある程度の距離を取るよ
うにして、新たな基底を配置する。基底数が増えてくると、既に配置されている基底全てと
距離を取ろうとする拘束条件のため、波束が分布されていない領域に配置するようになり、
不要な基底が生まれてしまう。さらに、乱雑に配置されるため基底間の距離にばらつきがあ
り、効率が悪い配置の仕方になってしまう。 
 
1.3.3 局在した基底の規則的な配置：von Neumann 格子 
位相空間上で規則正しく基底を並べる理論として、位相空間を格子状のセルに分割して、
その中心に適切な局在波束を配置する von Neumann 格子[34][35]の考えがある。この方法で
は、図 1.5 のように適切に格子をつくることで、ヒルベルト空間での完備性を有した基底の
組を確保できる[36]。また、セル面積と縦横比を調節することで基底間の重なり具合（過剰
完備性）を調節できる。これを時間に依存しないガウス基底の手法に適用すれば波動関数の
時間発展方程式を数値的に安定化させることが可能である。さらに、規則的に並んだ基底の
中から展開に必要なものを選択することによって、時間発展に必要な基底の組を効率よく
選択することができるため不必要な基底が生じることを抑えることもできる。von Neumann
格子の考えを基に作られた手法の例として周期境界条件を満たすガウス様基底の手法
[35][37]があるが、この方法は大域的な情報を用いた基底変換を要し、高精度の計算のため
に広域のポテンシャルの情報を必要とする。この方法は、von Neumann 格子にあった精度不
足の問題は改善できるが、広域的な情報が求められるため、電子状態計算を繰り返す on-the-
fly 動力学計算に不向きと言える。 
時間に依存しないガウス基底の手法と von Neumann 格子の手法を組み合わせることで、
既存の手法よりも効率的な手法になることが期待できる。 
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図 1.5 位相空間を格子状に区切る von Neumann 格子とそのセル。セルの形に対応した局在
波束をセルの中心に配置する。セルの面積 ab と縦横比 b/a を調節することで基底の組の完
備性を操作できる。 
 
1.4 目的 
本研究では、時間に依存しないガウス基底の規則的な配置と基底の選択を効率的かつ自
動的にした核波束動力学法の開発を行う。本手法の要点として以下の 3 点を挙げる。 
 
・von Neumann 格子上に基底を配置して数値的安定性と精度を確保する 
・規則的に並んだ基底の中から、波動関数の変化に応じて効率的かつ自動的に展開に用い
る基底を選ぶ 
・局所的なポテンシャルの情報のみで時間発展を追う on-the-fly 動力学計算に適する 
 
von Neumann 格子上に基底を規則正しく配置して、基底間の重なり具合を調節することに
よって、数値的な安定性が確保できる。波動関数が分布している付近の基底を von Neumann
格子上から選ぶことで効率化が可能である。展開に用いた基底の近傍のポテンシャルの情
報のみを電子状態計算から求めればよいので、on-the-fly 動力学計算に適した手法になる。 
本手法の性能を評価するために 1～3 次元のモデル系に適用して、基底の配置・選択の効
率性と量子効果であるトンネル効果に対する有効性を検証する。トンネル効果は時間に依
存するガウス基底では記述することが困難な例の 1 つである（多くの基底がトンネル領域
に集まってしまい、数値的な取り扱いが難しい）。そして、多粒子系・多自由度系への適用
に向けた拡張の指針を提案する。今回は単一のポテンシャル面上での取り扱い方に着目す
るため、複数の電子状態間が関与する非断熱遷移を伴う光異性化反応の取り扱いについて
は今後の課題とする。 
  
11 
 
・ 参考文献 
[1] S. Takeuchi and T. Tahara Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 104, 5285 (2007) 
[2] O-H. Kwon and A. H. Zewail, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 104, 8703 (2007) 
[3] J. Catalan et al., J. Chem. Phys. 123, 114302 (2005) 
[4] C. R. Crecca and A. E. Roitberg, J. Phys. Chem. A 110, 8188 (2006) 
[5] A. Kohntopp et al., J. Phys. Chem. Lett. 7, 1088 (2016) 
[6] R. Car and M. Parrinello, Phys. Rev. Lett. 55, 2471 (1985) 
[7] Y. Andoh et al., J. Chem. Theory Comput. 9, 3201 (2013) 
[8] C. Zhu, Y. Teranishi and H. Nakamura, Adv. Chem. Phys. 117, 127-233 (2001) 
[9] S. Nanbu, T. Ishida and H. Nakamura, Chem. Sci. 1, 663 (2010) 
[10] W.C. Chung, S. Nanbu and T. Ishida, J. Phys. Chem. B 116, 8009 (2012) 
[11] T. Murakami et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 14, 11546 (2012) 
[12] L. Yu et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 16, 25883-25895 (2014) 
[12] R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20, 367-387 (1948) 
[13] R. P. Feynman, Phys. Rev. 76, 769-789 (1949) 
[14] E.J. Heller, J. Chem. Phys. 75, 2923 (1981)  
[15] W.H. Miller, J. Phys. Chem. A 105, 13 (2001)  
[16] M. Baranger et al., J. Phys. A: Math. Gen. 34, 7227 (2001) 
[17] M.F. Herman and E. Kluk, Chem. Phys. 91, 27 (1984) 
[18] E. Kluk et al., J. Chem. Phys. 84, 326 (1986)  
[19] M.F. Herman, J. Chem. Phys. 85, 2069 (1986)  
[20] M. D. Feit et al., J. Comput. Phys. 47, 412 (1982) 
[21] R. Kosloff, Annu. Rev. Phys. Chem. 45, 145 (1994) 
[22] N. Makri, Annu. Rev. Phys. Chem. 50, 167 (1999) 
[23] M. Yang, J. Chem. Phys. 129, 064315 (2008) 
[24] K. G. Komarova et al., Chem. Phys. Lett. 699, 155−161 (2018) 
[25] G. W. Richings and S. Habershon, J. Chem. Theory Comput. 13, 4012−4024 (2017)  
[26] G. W. Richings and S. Habershon, J. Chem. Phys. 148, 134116 (2018)  
[27] E. J. Heller, J. Chem. Phys. 62, 1544 (1975)  
[28] E. J. Heller, J. Chem. Phys. 65, 4979 (1976) 
[29] C. Cohen-Tannoudji et al., Quamtum Mechanics, vol. 1 (Wiley, New York, 1977) 
[30] S. I. Sawada et al., J. Chem. Phys. 83, 3009 (1985)  
[31] K. Ando, Bull. Chem. Soc. Jpn. 82, 975 (2009) 
[32] I. Burghardt, H.–D. Meyer and L. S. Cederbaum, J. Chem. Phys. 111, 2927 (1999) 
[33] W. Koch and T. J. Frankcombe, Phys. Rev. Lett. 110, 263202 (2013) 
[34] M. J. Davis and E. J. Heller, J. Chem. Phys. 71, 3383 (1979)  
[35] A. Shimshovitz and D. J. Tannor, Phys. Rev. Lett. 109, 070402 (2012)  
12 
 
[36] A. M. Perelomov, Theor. Math. Phys. 6, 156 (1971)  
[37] N. Takemoto et al., J. Chem. Phys. 137, 011102 (2012) 
  
13 
 
2 理論 
 この章では、まずは時間に依存しないガウス基底を用いた手法のうち BEL MCG 法[1]に
ついて、その波動関数や時間発展の方程式などを述べる。続いて、基底を位相空間上で規則
正しく並べる von Neumann 格子について、その並べ方などについて述べる。そして、本研
究で開発した手法での波動関数の展開法や時間発展の方法について述べる。 
2.1 BEL MCG 法 
 BEL MCG法における波動関数のガウス基底による展開とその展開係数の運動方程式を説
明し、生じる問題点について述べる。 
2.1.1 波動関数 
 波動関数を時間に依存しないガウス基底で展開する。 
 Ψ(𝐪, 𝑡) =∑𝐴𝑗(𝑡)𝑔𝑗(𝐪)
𝑗
 (2.1) 
q は核座標（多次元ではその集まり）、{Aj}は展開係数である。gj (q)は、 
 𝑔𝐐𝑗,𝛂𝑗,𝐏𝑗(𝐪) = exp⁡(−(𝐪 − 𝐐𝑗)
𝑇
𝛂𝑗(𝐪 − 𝐐𝑗) +
𝑖
ℏ
𝐏(𝐪 − 𝐐𝑗) + 𝑐𝑗) (2.2) 
のように表される。Qj は中心位置を表すベクトル、Pj は中心運動量を表すベクトル、αj は
波数の 2 乗の単位を持つ実対角行列、cj は規格化因子をそれぞれ表している。時間に依存
するのは展開係数 Aj(t)のみである。 
Hamiltonian のポテンシャルエネルギー項 V(q)はガウス基底の中心 Qj で 2 次まで展開す
る局所 2 次近似（局所調和近似） 
 V(𝐪) ≈ 𝑉0 + 𝐕1
𝑇(𝐪 − 𝐐𝑗) +
1
2
(𝐪 − 𝐐𝑗)
𝑇
𝐕2(𝐪 − 𝐐𝑗) (2.3) 
で評価する。V0 はポテンシャルエネルギー値、V1 はポテンシャルの 1 次微分係数(gradient)、
V2 はポテンシャルの 2 次微分係数(Hessian)であり、それぞれ、基底の中心位置 Qj 上の値
を用いる。用いるガウス基底の幅 σ が十分小さい（α が大きい）場合は(2.3)式のように 2 次
までで十分であるが、幅が広いガウス基底を用いる場合は 3 次の項まで評価して精度を確
保することもある。その分、必要なポテンシャルの情報が増えるため、基本的には 2 次まで
評価する。 
 
2.1.2 運動方程式 
波動関数は、Dirac-Frenkel 変分原理[2][3] 
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 ⟨𝛿Ψ|?̂? − 𝑖ℏ
∂
∂t |Ψ⟩ = 0 
(2.4) 
を適用して、与えられた基底に対して、波動関数ができるだけ TDSE に従うように時間発展
させる。(2.4)式を適用すると、展開係数 A の運動方程式 
 𝑖ℏ?̇? = 𝐒−1𝐇𝐀 (2.5) 
が得られる。ここで、S は重なり積分行列、H はハミルトニアン行列である。これらの行列
要素はガウス積分で計算できる。(2.5)式は展開係数に関しての連立微分方程式であり、その
解は形式的には 
 𝐀(𝑡) = exp⁡(−𝑖
𝐒−1𝐇
ℏ
𝑡)𝐀(0) (2.6) 
と表せる。実際は S の逆行列を求めずに、(2.5)式を代数方程式まで落としてから数値的に解
く Crank-Nicolson 法[4]を用いた(付録 A 参照)。 
 BEL MCG 法では、時間発展の途中で波動関数の形がある程度変化したときに、新しい基
底の組を使って波動関数の再展開を行う。その都度適切な基底の組を採用することで波束
の時間発展を正しく記述できる。再展開の際には、基底間の距離が近くなり過ぎないように
することで過剰完備性による数値的な不安定性を避ける工夫が取り込まれている。 
 ガウスパラメータ{α, Q, c}および展開係数{A}の決定方法について述べる。まずは新しく
(j 番目に)配置するガウス基底の中心位置 Qjを決定する。波束の中心は(2.7)式で表される関
数 fj(q)の値が最も大きくなるときの変数 q の値 Qj = maxq fj (q)とする。 
 𝑓𝑗(𝐪) = Θ[|Ψold(𝐪)|
2 − 𝜀]∑‖𝐪 − 𝐐𝑘‖
𝑗−1
𝑘=1
+𝜔|𝛿Ψ𝑗−1(𝐪)|
2
 (2.7) 
ここで、Θ[･]は Heaviside の step 関数、ε は波動関数の精度を決定する accuracy parameter、
ω は右辺第 1 項と第 2 項のバランスをとる balance parameter である。Ψoldは再展開前の波動
関数であり、δΨj-1は Ψoldと、(2.7)式で表される既に配置されたガウス基底を使った展開の和
Ψi-1との差 δΨj-1=Ψold Ψj-1である。 
 Ψ𝑗−1 =∑𝐴𝑘𝑔𝑘⁡
𝑗−1
𝑘
 (2.8) 
j = 1 のときは、Ψj1 = 0 である。(2.7)式の右辺第 1 項のうち、Θ[･]の部分は確率分布がある
しきい値 ε よりも大きい領域に新しいガウス基底を置くことを表している。Σ の部分は既に
配置されているガウス基底から少し距離を取るようにして新しい基底を置くことを表して
いる。この右辺第 1 項がガウス基底の重なりを小さくして数値的な不安定性を解消する役
割をしている。また、1 番目のガウス基底を置くときは右辺第 1 項を 0 として扱う。右辺第
2 項は既に配置されたガウス基底では波動関数を再現できていない領域に新しい基底を置
くことを表している。これら 2 つの項のバランスを ω で調整する。 
 ガウスパラメータ α は次式で示される条件式に従う値を選ぶ。 
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 |?̃?(𝐐𝑗 + 𝐞𝑗𝜎𝑗,𝑗) − 𝑉(𝐐𝑗 + 𝐞𝑗𝜎𝑗,𝑗)| ≤ 𝜀 (2.9) 
ejは単位ベクトル、σj,jは幅パラメータの行列の対角要素、ε は accuracy parameter（(2.7)式の
ε とは異なる）、?̃?は(2.3)式のようにポテンシャルを局所調和近似で表した関数である。実際
に計算するときは任意の初期値を与えて(2.9)式に従っているか判定して、従わない場合は
σj,jの値を半分にして再び判定を行う。これを(2.9)式を満たすまで繰り返す。この条件式は、
ポテンシャル曲面が複雑な形をしている領域には細い基底を多く並べて、平坦な場所には
幅が広い基底を並べることを表している。また、この方法では多くの点での正確なポテンシ
ャル V(q)の値が必要になる。 
 j 番目の基底の中心運動量 Pjは次式の関数が最大値をとるときの変数 p の値とする。 
 𝑓𝑗(𝐩) = ⟨𝑔𝑗|Ψold −Ψ𝑗−1⟩ (2.10) 
新しく配置するガウス基底と、既に配置された基底で波動関数を再現できていない領域と
の重なりが最大になるように運動量を選んでいる。そのように選ぶことで、展開する波動関
数の中心運動量になるように p を設定している。展開係数は(2.10)式の関数の値 Aj = fj(p)で
与える。 
 以上のようにガウスパラメータと{α, Q, c}および展開係数{A}を求めた後は、式のように
波動関数を補えていない領域が accuracy parameter ε を下回っているかどうかを判定する。 
 ⟨Ψold −Ψ𝑗|Ψold −Ψ𝑗⟩ < 𝜀 (2.11) 
上回っている場合は次の基底を用意し、以後パラメータの最適化と収束判定を繰り返す。 
 波動関数の再展開を行う条件は系に応じて任意に決められるが、基本的には(2.5)式を解い
て波動関数を時間発展させてその形がある程度変わったときに行う。その他、端にある基底
付近の分布がある程度の値を有したときや、自己相関関数の値があるしきい値を下回った
とき、適した時間間隔で再展開を実行するなどが考えられる。 
 BEL MCG 法の展開方法にはいくつかの問題点が挙げられる。中心位置 Q は基底の数が増
えると、(2.7)の右辺第 2 項が強く影響して、既に配置された基底と距離を取ろうとする。そ
のため波動関数が分布されていない領域に基底を配置するため無駄な基底が生じてしまう。
また、accuracy parameter ε は全て共通の値が用いられている。各 accuracy parameter の次元を
みると、波束の中心については確率分布、幅はエネルギー、再展開の終了条件は波動関数の
ノルムになっているので、それぞれの次元に適した値を与える必要がある。 
 
2.2 von Neumann 格子と局在基底 
 ここでは、基底を位相空間上で並べて波動関数を展開する手法について述べる。位相空間
を格子状のセルに分割し、その中心に適切な局在波束（von Neumann basis set: coherent state）
を配置する。ここでは、次のガウス型の波束とする。 
 𝑔𝑛𝑙(𝐪) = exp⁡(−(𝐪 − 𝐐𝑛)
𝑇𝛂(𝐪 − 𝐐𝑛) +
𝑖
ℏ
𝐏𝑙(𝐪 − 𝐐𝑛) + 𝑐) (2.12) 
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ここで、n と l は整数、α は全ての基底で同じ値をとり、(qn, pl) = (na + q0, lb + p0)は位相空
間上における基底の中心座標であり、(q0, p0)は任意に決められる中心座標である。図 2.1 の
ように、位相空間を等間隔で区切り、そのセル上に基底を配置する。その位置間隔は𝑎 =
√𝜋𝛾/𝛼で与えられ、運動量間隔は𝑏 = 2ℏ√𝜋𝛼𝛾で与えられる。γ は 0 < γ≦1 の値をとるパラ
メータであり、セルのサイズ ab = 2πħγ と対応する値である。セルのサイズを ab = 2πħ と
して位相空間全域に基底を張り巡らせると完備な基底の組が得られ[5]、任意の波動関数を
展開できる（精度は採用する基底関数の形に依存する）。これは Hilbert 空間における完全
性 
 
1
2𝜋ℏ
∫𝑑𝑝𝑑𝑞|𝑝, 𝑞; 𝛼⟩⟨𝑝, 𝑞; 𝛼| = 𝟏 (2.13) 
に対応する[6]。ab < 2πħ ならば過剰完備な基底が得られ、いくつか基底を取り除いても完
全性が維持される。ab > 2πħ ならば非完備な基底の組になり、波動関数を適切に展開できな
い。座標方向に a だけ、あるいは運動量方向に b だけ離れた基底間の重なり積分|S|は、次の
ように表せる。 
 𝑆𝑎 = exp(−
𝛼
2
𝑎2) = exp⁡(−
𝜋
2
𝛾) (2.14) 
 𝑆𝑏 = exp (−
1
8ℏ2𝛼
𝑏2) = exp⁡(−
𝜋
2
𝛾) (2.15) 
γ が基底間の重なり具合に対応することがわかる。このことから、γ は完備性を調節するパ
ラメータと言える。セルの縦横比 b/a = 2αħ を調節することで基底の形を決める。Δq をガウ
ス基底の座標空間上の幅（標準偏差）、Δp を運動量空間での幅とすると、a = Δq = 1/2√𝛼⁡ , 
b = Δp = ℏ√𝛼の場合に、精度と数値的安定性の両方を満たした結果が得られることがわかっ
た（3 章から 7 章の結果を参照）。 
 
図 2.1 von Neumann 格子とその基底。位相空間を位置の間隔 a, 運動量の間隔 b になるよう
に区切る（セル面積 ab）。そのセルの中心に局在波束（ガウス基底）を配置する。𝑎 = √𝜋𝛾/𝛼, 
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𝑏 = 2ℏ√𝜋𝛼𝛾で与えられ、ab = 2πℏγ となる。γ を小さくすると基底間の距離が小さくなる。
セルの縦横比は a と b の比で決定する。a = Δq = 1/2√𝛼, b = Δp = ℏ√𝛼にすると精度と数値
的安定性の両方を確保できる。 
 
2.3 本研究のガウス展開法：基底の選び方 
本研究では、BEL MCG 法と同じように、波動関数をガウス基底で展開し、時間発展の途
中で再展開を行う。ただし、基底の並べ方は von Neumann 格子に基づき、規則正しく並べ
て完備性を考慮する。また、完備性パラメータ γ を調節して基底間の重なり具合を精度と安
定性を考慮して最適化する。さらに、以下で説明するように、いくつか独自の考えを取り入
れていく。 
まずは、図 2.2 のように、その中から以下に示す Pj と Qj の条件から。運動量 Pj の条件
は、運動量期待値<p>と等しい、もしくは Pj = 0 を選ぶ。等しい中心運動量を持つ基底の組
を用いて展開することで数値的安定性に繋がる。 
α は初期時刻における運動エネルギー期待値⟨Ψ(0)|?̂?|Ψ(0)⟩と次式のように対応させる。 
 
ℏ2𝛼
2𝑚
+
𝑝0
2
2𝑚
> ⟨Ψ(0)|?̂?|Ψ(0)⟩ (2.16) 
で決定する。ただし、すべてのガウス基底に対して、α1=…= αNのように同一とする。p0は
ガウス基底の運動量期待値である。これは、運動エネルギーが大きいほど狭い幅の基底を用
いることを意味している。言い換えると、運動量が大きいほどド・ブロイ波の波長が短いこ
とに対応して、狭い幅の基底を用いている。多自由度の場合、自由度ごとに分割したエネル
ギーを当てはめる。また、ポテンシャル面が急激に変化する領域では基底を置く間隔を短く
する必要があるので、ポテンシャル面の情報として、ある点での曲率 V2 から、 
 𝛼 =
√𝑚𝑉2
2ℏ
 (2.17) 
で α を与えることも考えられる。実際は(2.16)式と(2.17)式で求めた α のうち値が大きい方
を用いる。基底 j の中心(Qj, Pj)は von Neumann 格子に従って位相空間上に並べる。完備性
パラメータ γ は系に応じて適切な値を設定するが、過剰完備(γ < 1)な基底の組になるように
選ぶ。経験上、適している値としてセルの縦横を基底の幅 a = Δq, b = Δp として当てはめる
と、γ = 0.08 となる。この程度の過剰完備性であれば数値的な不安定性は生じない。 
比較的に広い幅(運動量の広がりが小さい)の基底を用いるときは Pj = < p >の基底を、狭
い幅(運動量の広がりが大きい)の基底を用いる場合は Pj = 0 の基底を用いると良い。位置 Qj 
の条件として、Qj 上の波動関数の確率分布|Ψ(Qj)|2 がある小さなしきい値 ε を越える場合
にその基底 j を展開に用いる。波動関数が分布する付近の基底だけを選んで効率化してい
る。使用する基底を決めた後は、非直交基底の完全性 
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 𝟏 =∑∑|𝑔𝑗⟩(𝐒
−1)𝑗𝑘⟨𝑔𝑘|
𝑘𝑗
 (2.18) 
から導かれる次式 
 𝐴𝑗 = ∑(𝐒
−1)𝑗𝑘⟨𝑔𝑘|Ψ⟩
𝑁
𝑘=1
 (2.19) 
で展開係数を決定する。 
 
図 2.2 (緑線)von Neumann 格子上の局在基底、(赤線) 波動関数 Ψ の展開に用いた基底。展開
に用いた基底の中心位置 Qj 上の確率分布|Ψ(Qj,t)|2 は ε より大きい。基底の運動量方向の
広がりが波動関数の運動量広がりを覆うようにパラメータ α を選ぶ。中心運動量が同じ基
底の組を選ぶことによって、時間発展の方程式が数値的に安定になり、精度の向上に繋がる。 
 
(2.5)式の運動方程式を解いて波動関数の時間発展を追い、図 2.3 のように、波動関数が覆
う領域がある程度変化したら基底を選び直す。その基準として、図 2.4 のように端にある基
底の中心位置 Qj における確率分布|Ψ(Qj,t)|2 が小さなしきい値 δ( > ε)を越えたら、上記と同
様の手順で基底を選び直す。 
波動関数の時間発展に伴って基底の取捨選択を繰り返すことによって、その時刻に応じ
た必要最小限のガウス基底で量子ダイナミクスを適切に記述できる。2 つのしきい値 δ, ε の
値は、初期波束の確率分布の最大値|Ψ(q,0)|2max との比から決める。ε / |Ψ(q,0)|2max ≈ 10−6, δ / 
|Ψ(q,0)|2max ≈ 10−4 程度に設定すると良い。 
 
 基底のパラメータ α はどの基底でも同じ値を用いているが、系に応じて柔軟に変えるこ
とができる。例えば、クーロン系の場合は運動量が大きくなる原点付近では α が大きな基底
を用いたり、運動量が比較的小さい遠方などは α が小さい基底を用いたりと、von Neumann
格子のセルの形を場所ごとに変えることでより効率的に記述ができる。 
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図 2.3 赤線の基底が張る領域から波動関数（波束）が外に出て行くときの基底の取捨選択の
模式図。右図が再展開時の波動関数を表している。(緑線)von Neumann 格子上の基底、(赤線)
再展開をしても継続して用いる基底、(青線)座標 q = Qjでの波動関数の絶対値が小さいため
再展開に不要になった基底 j、(橙線)波動関数の絶対値が閾値を越えたため、再展開に新た
に選ばれた基底。波束が右方向に進むのを読み取って基底の取捨選択を自動的に行う。 
 
 
図 2.4 (a)は|Ψ|2がしきい値 ε を越える範囲に基底（緑の点）が敷き詰められた模式図。 (b)は
波束が時間発展をして、右端の基底の位置で|Ψ|2 がしきい値 δ を越えたときを表す模式図。
(a)のように δ > ε を満たすように閾値をとる。展開するときに、波動関数の分布が ε の値よ
りも大きな領域の基底を選択している。端にある青の基底は再展開を行うかどうかの指標
になっており、波動関数が時間発展をして、青の基底上でしきい値 δ を上回ったときに再展
開を行う。 
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3 1 次元障壁散乱 
 この章では、本手法を 1 次元の障壁散乱の系に適用してトンネル効果を適切に記述でき
るかを検証する。時間に依存しないガウス基底を用いた手法で波束の並進運動や、トンネル
効果で障壁を通り抜ける運動を記述できるかが焦点となる。 
3.1 低エネルギーの障壁散乱 
 まず、波束の運動エネルギー期待値 E がポテンシャル障壁 D よりも十分低い場合で本手
法を適用する。波束は量子効果であるトンネル効果によって障壁を透過し、古典的に障壁を
越える成分はほとんど存在しない。 
3.1.1 ポテンシャル障壁と初期波束 
ポテンシャルは(3.1)に示すような丸みを有した長方形の 1 次元障壁を採用した。 
 𝑉(𝑞) =
𝐷
2
{tanh[𝛽(𝑞 + 𝜂)] − tanh[𝛽(𝑞 − 𝜂)]} (3.1) 
パラメータはそれぞれ、障壁の高さ D = 30 hartree, β = 200 a0−1, η = 0.04 a0, 時間発展の時間
刻み△t = 2.419×10−7 fs と設定した。 
 
図 3.1 ポテンシャル障壁の形。高さは 30 hartree、厚みは中間値(半値全幅)で 0.08 a0(a0はボ
ーア半径) 
 
ガウス型の初期波束を中心位置 Q = −2.0 a0, 中心運動量 P = 15.5 ħ/a0, α = 1.0 a0−2の条件で
用意した。また、質量 m = 10 me (meは電子の質量)とした。この初期波束のエネルギー期待
値< E >は 12.06 hartree であり、障壁の高さ D よりも小さい。よって、古典力学上は反射す
る条件になっている。図 3.2 で示す初期波束の運動量表示を見ると、障壁 D を越えるために
必要な運動量 24.5 ħ/a0を上回る成分はほとんど含まれていない。 
また、正確な波束の運動として実空間グリッド法である split-operator 法で TDSE を解いた
結果と比較を行う。その計算条件として、−4.0～4.0 a0の間に 1024 点のグリッドを用意して
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時間発展を追った。十分な分割数で計算しているためグリッド計算は厳密値に収束してい
ると見なせる。 
 
図 3.2 運動量表示の初期波束。中心運動量は 15.5 ħ/a0。入射エネルギ （ーエネルギー期待値）
は 12.06 hartree であり、障壁 D = 30 hartree よりも十分に小さい。障壁の高さ D を古典的に
越えるために必要な運動量は 24.5 ħ/a0 であり、初期波束には 24.5 ħ/a0 を越える成分はほと
んど含まれていない。 
 
 
3.1.2 波束の時間発展 
 波束の時間発展を図 3.3 に示す。左から入射した波束は 0.02 fs の時点で障壁と散乱した
後、0.06 fs の時点でトンネル効果によって壁を通り抜ける波束と跳ね返る波束に完全に分
かれている。その透過確率は本手法では 16.87%、実空間グリッド法では 16.98%となり、本
手法は精度よく透過・反射確率を再現した。波束が障壁と散乱した後の反射波は激しく波打
っていると共に、大きく立ち上がる。左側に戻るにつれて波打ちが弱まりながら頭が下がり、
入射波と同じガウス型の波束と近い形になって左側へと反射する。図 3.4 は 0.024 ~ 0.034 fs
の波束の時間発展の拡大図を示している。障壁が散乱し始める時刻から少しずつ障壁の右
側に染み出していく様子がわかる。透過波も障壁を完全に通り抜けた後はガウス型の波束
に近い形となっている。このような、散乱時に急激に変化する波束の形もグリッド計算とよ
く一致しており、本手法はトンネル効果を適切に記述できたと言える。 
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図 3.3 波束の時間発展。(赤線)本手法, (青線) 実空間グリッド法。展開のしきい値は ε = 4×
10−6 a0−1, δ = 4×10−4 a0−1とした。左から入射した波束は 0.02 fs で障壁と散乱しはじめ、17%
の波束は通り抜けて、残りは反射した。反射波も透過波も初期波束と同じガウス型の波束に
近い形になっている。透過確率は本手法では 16.87%、実空間グリッド法では 16.98%となっ
た。本手法はグリッド計算とよく一致している。 
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図 3.4 0.024 ~ 0.034 fs の間の波束の時間発展。(赤線)本手法、(青線)実空間グリッド法。波束
が障壁と散乱し始める時刻から少しずつ障壁の右側に染み出していく様子がわかる。 
 
 本手法で得られた透過確率を定常状態の散乱理論と比較する。入射エネルギーE = 12.06 
hartree、障壁の高さ D = 30 hartree であるので、D > E の透過率 T(E)は(3.2)式[1][2] 
 
𝑇(𝐸) =
4𝐸(𝐷 − 𝐸)
4𝐸(𝐷 − 𝐸) + 𝐷2sinh2 (
√2𝑚(𝐷 − 𝐸)
ℏ2
𝑙)
 
(3.2) 
で与えられる。l は障壁の幅 l = 0.08 a0である。それぞれのパラメータを当てはめると、T = 
0.1701 となり、本手法の透過率は定常状態の散乱理論とよく一致している。 
図 3.5 は波束を位相空間上で表す方法の 1 つである Wigner 表示 fw(q,p)[3] 
 𝑓𝑤(𝑞, 𝑝) =
1
2𝜋ℏ
∫𝑒𝑖
𝑝
ℏ𝑠 ⟨𝑞 −
𝑠
2 |Ψ⟩ ⟨Ψ|𝑞 +
𝑠
2⟩ 𝑑𝑠 
(3.3) 
と von Neumann 格子に従って並べた基底の中心、展開に使用した基底の中心を表している。
基底のパラメータは、α = 977 a0−2の基底を位置間隔 Δq = 0.016 a0, 運動量間隔 Δp = 31.3 ħ/a0, 
隣り合う基底間の重なり積分 S = 0.88（完備性パラメータ γ = 0.08）の条件で並べている。
その基底を 2 次元位相空間に敷き詰めており、その中から N 個の基底を選んで展開してい
る。波束の形に応じて展開に最適な基底を自動的に選択していることがわかる。基底は運動
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量方向に大きな広がりを有しているので、p = 0 上の基底を選んでも透過波と反射波の両方
を十分な精度で記述できる。t = 0 ~ 0.06 fs の間に基底の取捨選択を 60 回行って時間発展を
記述した。 
 
 
図 3.5 (黒塗り)波束の Wigner 表示, (灰色の点) von Neumann 格子に従って位相空間上に並べ
た基底の中心, (赤点)展開に用いた基底の中心とその数 N。隣り合う基底間の重なり具合 S = 
0.88 (γ = 0.08)。p = 0 上の基底を選択しているが、運動量方向に大きな広がり Δp = 31.3 ħ/a0
を有しているので透過と反射の波束のどちらも適切に記述できる。 
 
3.1.3 波束の遅延時間 
図 3.6 はポテンシャル障壁がある場合と無い場合（自由粒子）について、q > 0 の基底の数
を表している。障壁がある場合では、自由粒子の場合と比べて基底の増加が緩やかになって
いる時間帯がある。これは、トンネル効果によって波束が障壁の反対側に染み出すまでの遅
延時間を反映している。この遅延時間は 3.3×10−3 fs となった。このことは、トンネル効果
による波束ダイナミクスを反映して最適な基底の選択を行っており、本手法の効率性を示
す特徴と言える。 
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図 3.6 q > 0 の基底の数。(赤線) 障壁がある場合, (青線)自由粒子の場合。散乱し始める時刻
で、赤線の障壁がある場合では緩やかに増加しており、青線の自由粒子の場合は時間に比例
して増加している。本手法は波束が障壁を通り抜けるときに生じる遅延時間を適切に評価
して、効率良く基底を配置したことを示している。通り抜けた後は透過波の位置に応じて基
底の数が増えており、遅延時間も一定の値を維持している。遅延時間は 3.3×10−3 fs となっ
た。 
 
この遅延時間について、初期波束の運動量期待値を変えた場合（入射エネルギーを変えた
場合）で比較を行った。初期波束の形や質量は P = 15.5 ħ/a0の場合と同じであり、初期運動
量 15.5, 12.0, 10.0, 8.0 ħ/a0の 4 通りを比較した。本手法で求めた波束の時間発展（P = 12.0, 
10.0, 8.0 ħ/a0）を図 3.7 から図 3.9 に示す。それらの波束の展開に用いた基底のうち、一番右
側の基底の位置を図 3.10 に示す。入射エネルギーが小さくなるほど遅延時間が長くなる様
子がわかる。これは、波束の染み出し具合（透過率、順に 0.1687、0.09568、0.06511、0.03964）
と位置と広がり具合を読み取り、展開に必要な最小限の基底を選んでいることを表してい
る。言い換えると、どこまで基底を伸ばして配置するかの違いが遅延時間として表れている。 
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図 3.7 P = 12.0 ħ/a0の波束の時間発展。透過率は 9.6%。 
 
 
図 3.8 P = 10.0 ħ/a0の波束の時間発展。透過率は 6.5%。 
 
 
図 3.9 P = 8.0 ħ/a0の波束の時間発展。初期運動量（入射エネルギー）が小さいほど、波束の
波打ち具合が小さくなる。透過率は最も小さい 4.0%となった。 
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図 3.10 初期運動量（入射エネルギー）を変えた場合の一番右側の基底の位置。（青線）自由
粒子、（赤線）障壁あり。隣接する基底間の重なり S = 0.88 (γ = 0.08)、展開のパラメータ ε = 
4×10−6 a0−1, δ = 4×10−4 a0−1。初期運動量が小さくなるほど遅延時間が長くなっている。透過
波の染み出し具合や波束の位置などを反映して基底を選んでいる。 
 
続いて、波束の形と基底の位置を対応させて考察を行った。初期運動量ごとの自由粒子の
波束と障壁がある場合の波束を図 3.11 から図 3.13 に示す。自由粒子波束の中心位置と障壁
がある場合の右端の基底の位置も示す。ここで、自由粒子波束の中心位置が q = 0 に達した
時刻を T と定める。その時刻からの相対時刻を τ = t − T とする。 
障壁がある場合の透過波束はガウス波束に近い形をしていることがわかる。波束は障壁
と散乱すると初期波束の形から崩れるが、今回採用した障壁の幅は比較的小さいため、初期
波束から縮小した形のまま障壁を透過する。このことは、図 3.15-図 3.17 のように、自由粒
子波束と透過波束の高さを揃えて並べてみると、両方の波束の形が一致している、すなわち
ガウス型を維持していることからわかる。低い運動量では波束の形が split-operator 法の結果
から少しずれているが、透過する量が少ないため、その微少量の精度の高い記述にはより小
さいやを採用する必要がある。 
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各々の運動量の場合について、中心位置を比較すると自由粒子波束よりも障壁がある場
合の波束のほうがわずかに右側に進んでいる様子がわかる。特に、低い運動量の場合で顕著
に表れる。これは、障壁を通過するときに波束が加速することを表している。図 3.16-図 3.17
のように自由粒子波束と透過波を並べてみると、比較的低い初期運動量のときは自由粒子
波束が遅れている、すなわち障壁を透過するときに波束が加速した様子がわかる。右端にあ
る基底の位置からの考察では、障壁がある場合だと波束の遅延時間が生じるという結果で
あったが、波束の中心位置からの考察では、障壁がある場合だと波束が加速するという結論
に至った。 
 
 
 
 
図 3.11 P = 15.5 ħ/a0の波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、（緑線）自由粒子。緑
の縦の点線は自由粒子波束の中心位置、τ は自由粒子波束の中心位置が q = 0 に達した時刻
T = 0.031 fs からの相対時間であり、τ = t − T である。赤の点は障壁がある場合の一番右端に
ある基底の位置。透過波は比較しやすいようにスケーリングして表示している。自由粒子波
束の中心と障壁がある場合の中心はほぼ同じ位置にある。 
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図 3.12 P = 12.0 ħ/a0の波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、（緑線）自由粒子。緑
の縦の点線は自由粒子波束の中心位置、τ は自由粒子波束の中心位置が q = 0 に達した時刻
T = 0.04 fs からの相対時間であり、τ = t − T である。赤の点は障壁がある場合の一番右端に
ある基底の位置。透過波は比較しやすいようにスケーリングして表示している。自由粒子波
束の中心と障壁がある場合の中心はほぼ同じ位置にある。 
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図 3.13 P = 10.0 ħ/a0の波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、（緑線）自由粒子。緑
の縦の点線は自由粒子波束の中心位置、τ は自由粒子波束の中心位置が q = 0 に達した時刻
T = 0.048 fs からの相対時間であり、τ = t − T である。赤の点は障壁がある場合の一番右端に
ある基底の位置。透過波は比較しやすいようにスケーリングして表示している。自由粒子波
束の中心よりも障壁がある場合の中心が少し右側に位置している（先行している）。これは、
障壁がある場合だと波束が透過するときに加速していることを表している。 
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図 3.14 P = 8.0 ħ/a0の波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、（緑線）自由粒子。緑
の縦の点線は自由粒子波束の中心位置、τ は自由粒子波束の中心位置が q = 0 に達した時刻
T = 0.061 fs からの相対時間であり、τ = t − T である。赤の点は障壁がある場合の一番右端に
ある基底の位置。透過波は比較しやすいようにスケーリングして表示している。自由粒子波
束の中心よりも障壁がある場合の中心が少し右側に位置している（先行している）。これは、
障壁がある場合だと波束が透過するときに加速していることを表している。運動量の大き
な成分ほど透過確率が大きいので、透過波束の中心が自由粒子の場合より加速していると
考えられる。 
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図 3.15 P = 15.5 ħ/a0の t = 0.51 fs における波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、
（緑線）自由粒子波束の高さを 0.17 倍している。自由粒子波束と障壁がある場合の透過波
はよく一致している。これは、障壁散乱しても初期波束の形を維持したまま透過したことを
表している。 
 
 
図 3.16 P = 10.0 ħ/a0の t = 0.068 fs における波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、
（緑線）自由粒子波束の高さを 0.061 倍している。わずかながら、自由粒子波束が遅れてい
る様子がわかる。 
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図 3.17 P = 8.0 ħ/a0の t = 0.081 fs における波束の形。（赤線）本手法、（青線）グリッド法、
（緑線）自由粒子波束の高さを 0.038 倍している。自由粒子波束が遅れている様子がわかる。 
 
図 3.18-図 3.20 は 3 通りの運動量に関して、q > 0 の波束の量(q > 0 の領域で積分した値)
の時間変化を示している。左図の障壁ありの場合では、時間が経過すると透過率に収束して
いることがわかる。これは、波束が障壁に散乱して反射波と透過波に別れる様子を示してい
る。その収束値は P = 15.5, 12.0, 10.0 ħ/a0の順に 0.17, 0.096, 0.065 となった。また、P = 8.0 
ħ/a0の場合は 0.040 となった。自明であるが、自由粒子の場合は単純に波束が通過するだけ
であるので 1 に収束している。 
図 3.18-図 3.20 右図は、左図の q > 0 の量を透過率で割ってスケーリングした値である。
障壁ありと無しの場合で比較すると、わずかに障壁ありのほうが早く立ち上がっている様
子がわかり、障壁を通過するときに波束が加速していることを示している。その時間差は P 
= 15.5 ħ/a0では 7.26×10−4 fs、P = 12.0 ħ/a0では 1.21×10−3 fs、P = 10.0 ħ/a0では 2.18×10−3 fs と
なり、低い運動量ほど時間差が大きくなって波束が通過するときにより加速した。 
 
q > 0 での透過波束の中心位置の動きの障壁の有無による時間差は、トンネル効果によっ
て障壁を通り抜けるときの波束ダイナミクスを反映した時間差であると言える（障壁の存
在によって透過波束の中心位置が加速されている場合は、入射波束の低運動量成分の透過
波への寄与が相対的に小さくなる）。それに対して、右側の基底の位置の遅延時間は波束の
透過量を反映したために生じた時間差であると言える。本手法はどちらの時間差も定量化
されており、波束ダイナミクスや波束の位置や形を適切に評価している。 
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図 3.18 P = 15.5 ħ/a0における q > 0 の波束の量。（赤線）障壁あり、（青線）自由粒子。左図
の障壁ありの値は透過率 0.17 に収束している。青線の自由粒子の場合は単純に波束が通過
するだけであるので 1 に収束している。左図の障壁ありの値を透過率で割った結果が右図
の赤線である。障壁ありの場合は少し立ち上がりが早いことがわかる。これは、波束が障壁
を通過するときに加速したことを表しており、波束の中心位置の考察と一致している。その
時間差は 7.26×10−4 fs となった。 
 
 
図 3.19 P = 12.0 ħ/a0における q > 0 の波束の量。（赤線）障壁あり、（青線）自由粒子。左図
の障壁ありの値は透過率 0.09 に収束している。右図は透過率で割った結果であり、P = 15.5 
ħ/a0 と同じように障壁ありの場合は立ち上がりが早いことがわかる。その時間差は 1.21×10
−3 fs となった。 
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図 3.20 P = 10.0 ħ/a0における q > 0 の波束の量。（赤線）障壁あり、（青線）自由粒子。左図
の障壁ありの値は透過率 0.06 に収束している。右図は透過率で割った結果であり、障壁あ
りの場合は立ち上がりが早いことがわかる。その時間差は 2.18×10−3 fs となった。 
 
右端の基底の位置や波束の中心位置、q > 0 の波束の分布は、波束が障壁を通り抜けると
きに減速・加速していることを示している。そこで、波束が障壁を通り抜けるときに要する
時間（トンネル時間）について考察を行う。これについては、[4]で述べられているのでそれ
に当てはめて考察する。 
障壁を通過するときの有効速度 veffが 
 𝑣eff =
2𝑣
2 +
𝐷
𝐸
 (3.4) 
で与えられる。それぞれ、v = P / m は初期波束の速度期待値（中心速度）、E = P2 / 2m は入
射エネルギー、D = 30 hartree は障壁の高さである。障壁の幅 L を与えると、トンネル時間 T
が T = L / veffと定義できる。また、L の距離を自由粒子が通過する時間 Tfreeが Tfree = L / v と
与えられる。ポテンシャル障壁の幅 L は 0.1 a0 とした。この両者の差が遅延時間 ΔT = T − 
Tfree として算出できる。これを、初期運動量ごとに当てはめると、P = 15.5 ħ/a0 では ΔT = 
1.95×10−3 fs、P = 12.0 ħ/a0では ΔT = 4.20×10−3 fs、P = 10.0 ħ/a0では ΔT = 7.26×10−3 fs、P = 8.0 
ħ/a0では ΔT = 1.42×10−2 fs となり、この考察では波束が障壁を通過するときに時間を要した、
つまり減速したと言える。この遅延時間は右側の基底の位置から見た遅延時間と比較する
とよく一致しており、本手法がトンネルダイナミクスを反映して右端の基底の位置を選ん
でいる裏付けになっている。すなわち、この有効速度は波束が障壁を通り抜けるときの微小
な成分の通過速度と対応している。 
 
続いて、[4]で述べられている別の方法から時間差を考察する。障壁を通過するときの有
効速度が 
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 𝑣eff = 𝑎√𝐸(𝐷 − 𝐸) (3.5) 
で与えられる。トンネル時間 T は T = a / veff、自由粒子が距離 a を進むために要する時間 Tfree 
= a / v、時間差（遅延時間）は ΔT = T − Tfreeで与えられる。分岐点として、E = 10 hartree (P 
= 14.14 ħ/a0)のとき ΔT = 0 となり、遅延は生じない。これよりも高いエネルギーだと波束は
障壁によって減速し、低いエネルギーだと加速する。初期運動量ごとに当てはめると、P = 
15.5 ħ/a0では ΔT = 8.51×10−4 fs と減速、P = 12.0 ħ/a0では ΔT = −1.28×10−4 fs と加速、P = 10.0 
ħ/a0では ΔT = −2.55×10−4 fs と加速、P = 8.0 ħ/a0では ΔT = −4.12×10−4 fs となった。この考察
では障壁を通過するときの波束の加速については定性的に説明できる。すなわち、この有効
速度は波束全体が障壁を通過するときの速度と対応している。 
 
本手法は、波束のエネルギー期待値 E がポテンシャル障壁 D よりも十分に小さい場合（E 
< D）において、さまざまな入射エネルギーの場合でも適切に波束のトンネルダイナミクス
を記述できたと言える。特に、障壁を通過する際の波束の減速・加速に応じて基底の選び方
も最適化しており、その時刻に応じて効率的な基底の選択をしている。 
 
3.2 既存の手法との比較 
 次は障壁の高さ D よりも波束のエネルギー期待値 E が大きい場合で本手法を適用する。
また、既存の手法である BEL MCG 法の結果[5]との比較を行う 
3.2.1 波束の時間発展 
ポテンシャル障壁の関数は(3.1)と同じであるが、ポテンシャルの幅は広くしている。その
パラメータは、障壁の高さ D = 30 hartree, β = 100 a0−1, η = 0.0625 a0とした。ポテンシャルの
幅は中央値(半値全幅)で 0.1 a0である。 
 
図 3.21 ポテンシャル障壁。障壁の高さ D = 30 hartree, β = 100 a0−1, η = 0.0625 a0とした。ポ
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テンシャルの幅は中央値(半値全幅)で 0.1 a0である。 
 
ガウス型の初期波束を用意し、パラメータは α = 47 a0−2, 中心位置 Q = −0.7a0, 中心運動量
P = 25 ħ/a0 として BEL MCG 法と同じ条件を設定した。運動エネルギー期待値が E = 33.6 
hartree であることと α が比較的大きな値を持つことにより、初期波束には障壁よりも高い
エネルギーの成分と低い成分の両方が含まれる。 
図 3.22 に波束の時間発展を示す。この場合でも、本手法は実空間グリッド法と良く一致
している。波束は透過波と反射波に分かれており、本手法で 45%の透過と 55%の反射が起
きた。グリッド法でも同じ割合の透過と反射が起き、本手法が精度良く波束の運動を記述で
きたと言える。 
 
図 3.22 波束の時間発展。(赤線)本手法、(青線)実空間グリッド法。隣り合う基底間の重なり
具合 S = 0.88 (γ = 0.08)、展開のしきい値となるパラメータ ε = 2.5×10−5 a0−1, δ = 2.5×10−3 a0−1。
波束は障壁の左側から右に進み、散乱したのちに反射波と透過波に別れている。初期波束の
エネルギー期待値は E = 33.6 hartree であるため、反射率は 55%で透過率は 45%となった。
この場合でも、本手法と実空間グリッド法はよく一致しており、本手法の精度の高さを示し
ている。 
 
この場合も位相空間上の基底の配置について考察する。図 3.23 は波束の Wigner 表示と基
底の中心(Qj, Pj)を表している。α = 676 a0−2の基底を位置間隔 Δq = 0.02 a0, 運動量間隔 Δp = 
26 ħ/a0, S = 0.88(完備性パラメータ γ = 0.08)の条件下で 2 次元位相空間に敷き詰め、波束の
展開に最適な N 個の基底を選んでいる。0～0.012 fs の間に基底の取捨選択を 39 回行い波束
の時間発展を追っている。初めのほうは P = 26 ħ/a0の基底を選んで展開している。障壁の散
乱が進んで、波束の運動量に広がりが生じてくると P = 0 の基底の組を選んでいる。反射波
と透過波に別れることに合わせて選ぶ基底の範囲が広がっている。 
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図 3.23 波束の Wigner 表示と基底の中心(Qj, Pj)、展開のパラメータは ε = 2.5×10−6 a0−1, δ = 
2.5×10−4 a0−1。初めは P = 26 ħ/a0の基底を選んで展開している。波束が障壁と散乱して運動
量に広がりが出てくると、P = 0 の基底の組を選んでいる。さらに時間が経過するとより広
い範囲の基底を選んでいる。波束が反射波と透過波に別れるまでに必要な基底の数は 200 個
未満となった。 
 
続いて、t = 0.012 fs における波動関数の精度と基底の数を BEL MCG 法と比較した。波動
関数の精度は実空間グリッド法の波動関数 Ψgridを基準にして比較した。BEL MCG 法の波動
関数 ΨBEL MCGおよび本手法の波動関数 Ψ の Ψgridに対する重なり積分はそれぞれ 
 < Ψgrid |ΨBEL MCG > = 0.981 
 < Ψgrid |Ψ > = 0.989 
となり、本手法は BEL MCG 法と同程度（それ以上）の精度を有している。 
BEL MCG 法の基底の数は最大で 600 個を要したが、本手法では 200 個未満になり、本手
法は基底の数を削減して効率が向上したと言える。 
本手法は既存の手法である BEL MCG 法と比べて、要する基底の数を減らして効率化させ
ただけでなく、精度も向上させることができた。これは、本手法がより実用的であると言え
る。 
 
3.2.2 エネルギースペクトルと透過・反射係数 
 1 次元障壁散乱の透過・反射確率は、波束のエネルギースペクトルから求めることができ
る。波束が障壁と散乱して、反射波 ΨRと透過波 ΨTが十分に別れた時刻を τ とする。時刻 τ
以降の自己相関関数は(3.6)式[6] 
 ⟨Ψ(𝜏)|Ψ(𝜏 + 𝑡)⟩ = ⟨ΨR(𝜏) + ΨT(𝜏)|ΨR(𝜏 + 𝑡) + ΨT(𝜏 + 𝑡)⟩  
        = ⟨ΨR(𝜏)|ΨR(𝜏 + 𝑡)⟩ + ⟨ΨT(𝜏)|ΨT(𝜏 + 𝑡)⟩ (3.6) 
となる。反射波と透過波は十分に離れているので交差項は 0 となる。(3.6)式に時間－エネル
ギーのフーリエ変換(3.7)式を施すと(3.8)式の全波束と反射・透過波のエネルギースペクトル 
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 𝜎(𝐸) =
1
2𝜋
∫ ⟨Ψ(𝜏)|Ψ(𝜏 + t)⟩𝑒𝑖
𝐸
ℏ𝑡𝑑𝑡
∞
−∞
 (3.7) 
 𝜎 = 𝜎R + 𝜎T (3.8) 
が得られる。それぞれのエネルギースペクトルを図 3.24 に示す。反射波と透過波のスペク
トルの和は全波束のスペクトルになっている。(3.8)式の両辺を σ で割ると反射係数 R(E)、
透過係数 T(E)が得られる。 
 1 =
𝜎𝑅
𝜎
+
𝜎𝑇
𝜎
= 𝑅(𝐸) + 𝑇(𝐸) (3.9) 
反射係数 R(E)、透過係数 T(E)を図 3.25 に示す。本手法の結果と実空間グリッド法で求めた
結果はよく一致していることがわかる。入射エネルギーE = 33.6 hartree の場合、反射率は
45%、透過率は 55%であったが、図 3.25 でも精度良く再現している。 
 
 
図 3.24 （赤線）全波束のエネルギースペクトル、（青線）反射波のエネルギースペクトル、
（緑線：点線）透過波のエネルギースペクトル。スペクトルの値は全波束のピーク値が 1 に
なるように規格化している。反射波のスペクトルと透過波のスペクトルの和は全波束のス
ペクトルになる。 
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図 3.25 （赤線：実線）本手法で求めた反射係数 R(E)、（赤線：点線）本手法で求めた透過係
数 T(E)、（青線：実線）実空間グリッド計算で求めた反射係数、（青線：点線）実空間グリッ
ド法で求めた透過係数。本手法と実空間グリッド法の結果はよく一致している。入射エネル
ギーE = 33.6 hartree の場合では反射率は 45%で透過率は 55%であったが、スペクトルから求
めた反射・透過係数の結果ともよく一致している。 
 
 波束の運動エネルギーが障壁よりも低い場合（P = 8 ~ 15.5 ħ/a0）、本手法は精度よく反射
率と透過率を評価できた。さらに、運動エネルギーが障壁より高い場合(P = 25 ħ/a0)でも精
度よく評価でき、図 3.25 のエネルギースペクトルがグリッド計算と一致した。本手法は入
射エネルギーに応じた波束のトンネルダイナミクスを精度よく評価できたと言える。 
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4 1 次元モースポテンシャル 
 この章では、束縛系のポテンシャルについて、本手法の精度の検証を行う。ガウス基底の
パラメータ α や基底間の重なり具合 S、ポテンシャル関数の取り扱い方（局所 2 次近似の精
度）から、エネルギー固有値の精度を評価する。 
4.1 ポテンシャルエネルギーの評価方法と精度 
 まずは、ポテンシャル関数を局所 2 次近似で評価し、モースポテンシャル中の波束の運動
を適切に評価できるか確認する。 
4.1.1 波束の時間発展 
本手法を 1 次元モースポテンシャルに適用して、ポテンシャル関数の扱い方と精度につ
いて評価する。採用したポテンシャルは(4.1)式 
 𝑉(𝑞) = 𝐷(1 − 𝑒−𝛽𝑞)
2
 (4.1) 
である。パラメータは、D = 12 hartree, β = 0.5 a0−1, m = 6 meである。時間発展の時間刻み△t 
= 1.451×10−6 fs とした。初期波束はガウス型のものを用意した。そのパラメータは、α = 10 
a0−2, 中心位置 Q = −1 a0, 中心運動量 P = 0 とした。初期波束のエネルギー期待値< E > = 
6.167 hartree である。ポテンシャル関数は(4.1)式を近似無しに扱った場合と、局所 2 次近似
で扱った場合の 2 通りの方法で評価した。この系では、図 4.1 のように初期波束をポテンシ
ャルに沿って下らせて振動する様子を適切に評価できるか検証する。比較のために実空間
グリッド法の結果も示す。その計算条件として、−2.5 ~ 60.1 a0の間にグリッドを 1024 点用
意した。 
 
 
図 4.1 初期波束（赤色）の位置と形。井戸の底（q = 0）でポテンシャルを 2 次近似して、そ
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れに対応する固有関数と比べて、初期波束は比較的細い形をしている。そのため、運動量の
広がりが大きい。波束はポテンシャルを下り、井戸の中を振動する。 
 
 波束の時間発展を図 4.2 に示す。波束は井戸内を振動しながら形が崩れている様子がわか
る。本手法とグリッド計算はよく一致している。 
 自己相関関数の時間変化を図 4.3 に示す。波束が井戸内を振動することに合わせて、自己
相関関数の値が増減している。本首相とグリッド計算はよく一致している。 
 本手法での展開に用いた基底について、ポテンシャル関数の取り扱いに関係なく同じ基
底の組を用いていた。α = 10 a0−2の基底を位置間隔 a = 0.158 a0, 隣り合う基底間の重なり積
分 S = 0.88(完備性パラメータ γ = 0.08)の条件で空間全体に敷き詰め、0 ~ 0.7 fs の間に基底の
取捨選択を 34 回行い波束の運動を記述するために必要な基底を自動的に選んだ。用いた基
底の数を図 4.4 に示す。初期波束を 10 個の基底で展開して、波束の広がりに応じて数を増
やしていき、0.7 fs の時点で 131 個の基底を用いている。その後は再展開を行わずに同じ基
底で波束の時間発展を記述している。 
 
 
図 4.2 波束の時間発展。（赤線）ポテンシャル関数を近似無しで扱った本手法の結果、（緑線）
ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱った本手法の結果、（青線）実空間グリッド法の結果。
隣り合う基底間の重なり具合 S = 0.88 (γ = 0.08)、展開のパラメータ ε = 1×10−6 a0−1, δ = 4.0×
10−4 a0−1。どの結果もよく一致している。 
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図 4.3 自己相関関数の時間変化。（赤線）ポテンシャル関数を近似無しで扱った本手法の結
果、（緑線）ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱った本手法の結果、（青線）実空間グリッ
ド法の結果。どの結果もよく一致している。 
 
 
図 4.4 展開に要した基底の数 N。初期波束は 10 個の基底で展開して、波束が空間を広がる
ことに合わせて数が増えていき、最終的には 0.7 fs の時点で 131 個の基底を用いて展開し
た。その基底は−2.03 a0から 18.9 a0の間に分布している。 
 
 本手法はポテンシャルエネルギー曲面と（初期）波束の情報から、展開に用いる基底の
数やパラメータなどを自動的に設定・選択している。それらの基底を用いることで波束の
時間発展を適切に記述できる。また、ポテンシャルエネルギーの評価方法についても、局
所 2 次近似で十分な精度を確保できる。そこで、本手法が自動的に設定している基底のパ
ラメータや数について効率・精度の観点から考察を行い、最適化されているか確認する。 
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4.2 基底のパラメータと精度 
4.2.1 波束の時間発展 
 ここでは、基底の数 N を指定して波束の時間発展を適切に記述できる基底数がどの程度
かを考察する。基底を置く範囲は−2.5 ~ 60.1 a0の間とした。隣り合う基底間の重なり具合は
S = 0.88 とした。隣り合う基底間の距離 a は a = (60.1−(−2.5))/(N − 1)で与えられ、その距離 a
と重なり具合 S の関係は 
 𝑆𝑎 = exp (−
𝛼
2
𝑎2) = exp(−
1
8
(
𝑎
∆𝑞
)
2
) (4.2) 
で与えられるので、基底のパラメータ α は基底の数 N に対応して決まる(a と Δq の比)。中
心運動量 P = 0 とした。 
 N = 100, 200, 300 の場合について、波束の時間発展を図 4.5 から図 4.7 に示す。ポテンシ
ャル関数は 2 次近似と近似無しの 2 通りで扱っている。比較のために実空間グリッド法（グ
リッド数 1024 点）の結果も並べている。N = 100 の場合はどの結果も一致しておらず、基底
の数 N は足りない。ポテンシャルエネルギーの評価も α が小さいため 2 次近似では不十分
であり、高次の項を無視できない。N = 200 の場合はガウス基底を用いた場合で、ポテンシ
ャル関数の 2 次近似の場合と近似無しの場合とで一致しており、ポテンシャルエネルギー
の評価方法は 2 次近似で十分と言え、高次の項を無視できるほどの α となっている。しか
し、グリッド計算とは一致していないため、完備性の問題から α が小さいと言える。N = 300
の場合はどの結果もよく一致しており、ガウス基底の数やパラメータ、ポテンシャル関数の
2 次近似が十分であると言える。よって、α は適切な値を設定している。 
 
 
図 4.5 N = 100 の場合の波束の時間発展。α = 0.625 a0−2。（赤線）ポテンシャル関数を近似無
しで扱ってガウス基底を用いた結果、（緑線）ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱ってガ
ウス基底を用いた結果、（青線）実空間グリッド法の結果（グリッド数 1024 点）。隣り合う
基底間の重なり具合 S = 0.88 (γ = 0.08)、展開のパラメータ ε = 1×10−6 a0−1, δ = 4.0×10−4 a0−1。
どの結果も一致していない。基底の数 N は足りず、基底間の距離 a が粗い。そのため、ポ
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テンシャルエネルギーの評価も不十分である。 
 
 
図 4.6 N = 200 の場合の波束の時間発展。α = 2.53 a0−2。（赤線）ポテンシャル関数を近似無し
で扱ってガウス基底を用いた結果、（緑線）ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱ってガウ
ス基底を用いた結果、（青線）実空間グリッド法の結果。隣り合う基底間の重なり具合 S = 
0.88 (γ = 0.08)、展開のパラメータ ε = 1×10−6 a0−1, δ = 4.0×10−4 a0−1。ガウス基底を用いた場
合で、ポテンシャル関数の 2 次近似の場合と近似無しの場合とで一致しており、ポテンシャ
ルエネルギーの評価方法は 2 次近似で十分と言える。しかし、グリッド計算とは一致してい
ない。 
 
 
図 4.7 N = 300 の場合の波束の時間発展。α = 5.70 a0−2。（赤線）ポテンシャル関数を近似無し
で扱ってガウス基底を用いた結果、（緑線）ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱ってガウ
ス基底を用いた結果、（青線）実空間グリッド法の結果。隣り合う基底間の重なり具合 S = 
0.88 (γ = 0.08)、展開のパラメータ ε = 1×10−6 a0−1, δ = 4.0×10−4 a0−1。どの結果もよく一致し
ており、ガウス基底の数やパラメータ、ポテンシャル関数の 2 次近似が十分であると言え
る。 
 
 N = 100, 200, 300 の場合での自己相関関数の時間変化を図 4.8 に示す。N = 100 ではどの結
果も全く一致していない。N = 200 ではガウス基底を用いた場合で、ポテンシャル関数の 2
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次近似の場合と近似無しの場合とで一致している。しかし、グリッド計算とはほとんどの時
刻で一致していない。N = 300 では、3 つの場合でどの時刻でもよく一致している。 
 
図 4.8 N = 100, 200, 300 の場合の自己相関関数の時間変化。（赤線）ポテンシャル関数を近似
無しで扱ってガウス基底を用いた結果、（緑線）ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱って
ガウス基底を用いた結果、（青線）実空間グリッド法の結果。N = 100 ではどの時刻でも全く
一致していない。N = 200 ではガウス基底を用いた場合で、ポテンシャル関数の 2 次近似の
場合と近似無しの場合とで一致しているが、実空間グリッド法とは一致しない。N = 300 で
はどの時刻でもよく一致している。 
 
4.2.2 エネルギー固有値 
 次に、エネルギー固有値 Ev の観点から考察を行う。モースポテンシャル(4.1)式のエネル
ギー固有値の厳密値は次式で与えられる。 
 𝐸𝑣(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡) = ℏ𝜔(𝑣 +
1
2
) −
1
4𝐷
ℏ2𝜔2 (𝑣 +
1
2
)
2
 (4.3) 
 𝜔 = √
2𝐷𝛽2
𝑚
 (4.4) 
(4.4)式のパラメータに数値を代入すると ω = 1 となる。時間発展の計算で用いた初期波束の
エネルギー期待値< E > = 6.167 hartree に近いのは、v = 7 の E7(exact) = 6.328 hartree となる。
エネルギー固有値の厳密値とガウス基底から求めた値の誤差を評価する。 
ガウス基底の場合のエネルギー固有値の算出方法について述べる[1]。(4.5)式の波動関数
を Schrödinger 方程式(4.6)式に代入すると、(4.7)式が得られる。 
 Ψ =∑𝐴𝑗𝑔𝑗
𝑁
𝑗=1
 (4.5) 
 ?̂?Ψ = 𝐸Ψ (4.6) 
 𝐇𝐀 = 𝐒𝐀𝐄 (4.7) 
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H は Hamiltonian 行列、A は展開係数行列、S は重なり積分行列、E はエネルギー固有値の
対角行列である。(4.7)式の S 行列を対角化させるユニタリー行列 U を作用させると、 
 𝐔†𝐇𝐔𝐔†𝐀 = 𝐔†𝐒𝐔𝐔†𝐀𝐄  
 𝐇′𝐔†𝐀 = 𝐬𝐔†𝐀𝐄⁡ (𝐇′ = 𝐔†𝐇𝐔) (4.8) 
s は対角化された S 行列である。続けて式変形していくと、 
 𝐇′𝐬−
𝟏
𝟐𝐬
𝟏
𝟐𝐔†𝐀 = 𝐬
𝟏
𝟐𝐬
𝟏
𝟐𝐔†𝐀𝐄  
 𝐬−
𝟏
𝟐𝐇′𝐬−
𝟏
𝟐𝐬
𝟏
𝟐𝐔†𝐀 = 𝐬
𝟏
𝟐𝐔†𝐀𝐄  
 𝐇′′𝐀′ = 𝐀′𝐄⁡ (𝐇′′ = 𝐬−
𝟏
𝟐𝐇′𝐬−
𝟏
𝟐, 𝐀′ = 𝐬
𝟏
𝟐𝐔†𝐀) (4.9) 
となり、(4.9)式を対角化することでガウス基底を用いた場合のエネルギー固有値 Ev が得ら
れる。 
 ガウス基底を用いた場合のエネルギー固有値 Evの誤差は厳密値 Ev(exact)との相対誤差 
 error =
𝐸𝑣 − 𝐸𝑣(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡)
𝐸𝑣(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡)
 (4.10) 
で評価する。さらに、基底状態のエネルギーE0との差 ΔEv = Ev − E0の相対誤差も評価する。 
 error∆𝐸 =
∆𝐸𝑣 − ∆𝐸𝑣(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡)
∆𝐸𝑣(𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡)
 (4.11) 
 計算条件として、−2.5 ~ 60.1 a0の間に基底 N = 100, 200, 300 の 3 通りを用意し、隣り合う
基底の重なり具合 S = 0.88(完備性パラメータ γ = 0.02)とした。ポテンシャル関数を厳密に扱
う場合(b), (d)と局所 2 次近似を用いる場合(a), (c)で比較した。 
結果を図 4.9 に示す。N = 100 の場合は総じて精度が悪く、N = 200 では少し精度が改善さ
れ、N = 300 では全体的に精度が良くなる。また、ポテンシャル関数をそのまま扱った(b),(d)
ではどちらも同じような結果となった。(a)の N = 300 の場合では準位によって値にばらつき
が見られるが、(c)の準位間のエネルギー差で見ると値にばらつきが無く(v に依存しない)、
精度も良い。ダイナミクスに重要なのはエネルギー準位そのものより準位間のエネルギー
差であるため、(c)の N = 300 程度の精度を有することは波束の動きを適切に記述できる裏付
けになる。(a)の下のほうの準位と(c)の下のほうの準位を比較すると(c)の精度が良いことが
特徴の 1 つである。 
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図 4.9 量子数 v とエネルギー固有値の相対誤差。N = 100(赤), N = 200 (緑), N = 300 (青) 
(a) ポテンシャル関数を局所 2 次近似した場合のエネルギー固有値 Evの相対誤差 
(b) ポテンシャル関数を厳密に用いた場合の Evの相対誤差 
(c) ポテンシャル関数を 2 次近似した場合の ΔE = Ev − E0の相対誤差 
(d) ポテンシャル関数を厳密に用いた場合 ΔE = Ev − E0の誤差 
全体的に基底の数 N が増えると精度が向上する。(a)は上の準位になるほど精度が良くなる。
(c)は下の準位では(a)よりも精度が良く、ΔE を精度よく評価できるので波束の時間発展を適
切に記述できる。(b)と(d)は似通った結果になっている。(c)の N = 300 では v に依存せずに
ある程度の精度を有している。 
 
4.2.3 基底の数 N と精度 
 基底の数 N と精度の関係をより詳しく見るために、準位間のエネルギー差の相対誤差と
基底の数 N の関係を図 4.10 と図 4.11 に示す。図 4.10 は v = 0 と v = 1 の差、図 4.11 は v = 22
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と v = 23 の差である。v = 1 の状態では、局所 2 次近似で計算した場合だと E1の相対誤差よ
りも ΔE = E1 − E0の相対誤差のほうが小さいことがわかる。ポテンシャル関数に近似が無い
場合だと全体的にどちらも同じ値をとっている。基底の数 N を増やすと精度が良くなる様
子もわかる。v = 22, 23 の場合だと ΔE の相対誤差はどちらの場合でも全体的に誤差が大き
いことがわかる。これは、モースポテンシャルのエネルギー固有値は上の状態になるほどエ
ネルギー差が小さくなり、ΔE = E23 − E22のように差を取ると有効桁数が 2 ケタ程度落ちる
ため、相対誤差を取ると値が悪くなるように見えることが原因であると考えられる。また、
全体的な傾向として N = 200 を越えると急に精度が良くなることもわかる。これは、N が大
きくなるにつれて基底の幅が狭くなり、運動量方向にも十分に広がった基底が用いられる
ため、正確に状態を記述できることを表している。 
 
 
図 4.10 （赤）v = 1 のエネルギー固有値 E1の相対誤差、（青）v = 0 と v = 1 の準位間のエネ
ルギー差の相対誤差。（左図）ポテンシャル関数を局所 2 次近似、（右図）ポテンシャル関数
の近似無し。 
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図 4.11 （赤）v = 23 のエネルギー固有値 E23の相対誤差、（青）v = 22 と v = 23 の準位間の
エネルギー差の相対誤差。（左図）ポテンシャル関数を局所 2 次近似、（右図）ポテンシャル
関数の近似無し。v = 1 の場合と比べて誤差が大きいが、E23 − E22が小さいので波束の時間
発展への影響は少なく、高い精度を必要としない。 
 
 
次に、相対誤差の対数表示ではなく絶対誤差で評価を行った。図 4.12 に v = 10 の励起状
態と v = 0 の基底状態のエネルギー差 ΔE の厳密値との絶対誤差で比較した結果を、図 4.13
に v = 23 の励起状態と v = 0 の基底状態のエネルギー差 ΔE の厳密値との絶対誤差で比較し
た結果を示す。基底の数 N が増えるほど幅が細い基底が多く敷き詰められることになる。 
v = 10 のほうで表れている傾向として、基底の数 N を増やしていくと、まずはポテンシャ
ル関数の扱い方が異なる 2 つの値（赤線と青線）が一致していく様子がわかる。それからさ
らに基底の数を増やすと厳密値に収束していく。このことは、ポテンシャル関数の扱い方に
よる誤差は早い段階で無くなり、続いて基底の完備性による誤差が無くなることを表して
いる。すなわち、ポテンシャル関数の近似による誤差よりも基底の完備性による誤差のほう
が大きいと言える。 
v = 23 の場合だと同じ程度の基底の数で 2 つの値が厳密値に収束しているように見られ
る。この結果から、図 4.9 の N = 300 では、ポテンシャル関数の近似による誤差も基底の完
備性による誤差も 4 ケタ以上の小さな値になっており、実用的なパラメータを選んでいる
と言える。 
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図 4.12 v = 0 と v = 10 のエネルギー固有値の差 ΔE = E10 − E0と基底の数 N。基底を置く範囲
は−2.5 ~ 60.1 a0の間。（赤線）ポテンシャルを局所 2 次近似、（青線）ポテンシャルの近似無
し。ΔE(exact)は厳密値。S = 0.88(γ = 0.08)であり、α は N に応じて決まる。ポテンシャル関
数の誤差は早い段階で無くなり、残りは α が小さいことによる完備性の誤差が減少してい
く。右図は N = 200 ~ 300 の拡大図。N = 250 ぐらいで厳密値に収束している。 
 
 
図 4.13 v = 0 と v = 23 のエネルギー固有値の差 ΔE = E10 − E0と基底の数 N。基底を置く範囲
は−2.5 ~ 60.1 a0の間。（赤線）ポテンシャルを局所 2 次近似、（青線）ポテンシャルの近似無
し。ΔE(exact)は厳密値。S = 0.88(γ = 0.08)であり、α は N に応じて決まる。右図は N = 200 ~ 
300 の拡大図。ポテンシャル関数の誤差と α が小さいことによる完備性の誤差は同程度であ
り、おおよそ N = 300 で両方の誤差は十分に小さくなる。 
 
図 4.12 と図 4.13 は v = 0 の状態との差を見ていたが、隣接する状態間で見た場合も図 4.14
と図 4.15 に示す。図 4.14 は v = 0 と 1 の差、図 4.15 は v = 22 と 23 の差を表している。どち
らの場合でも、ポテンシャル関数の違いによる差は早い段階で無くなり、さらに数を増やす
と完備性による誤差が無くなる振舞いをしている。 
54 
 
 
 
図 4.14 v = 0 と v = 1 のエネルギー固有値の差 ΔE = E1 − E0と基底の数 N。基底を置く範囲は
−2.5 ~ 60.1 a0の間。（赤線）ポテンシャルを局所 2 次近似、（青線）ポテンシャルの近似無し。
ΔE(exact)は厳密値。S = 0.88(γ = 0.08)。右図は N = 100 ~ 200 の拡大図。ポテンシャル関数の
誤差は早い段階で無くなり、α が小さいことによる完備性の誤差は N = 160 程度でほぼ無く
なる。 
 
 
図 4.15 v = 22 と v = 23 のエネルギー固有値の差 ΔE = E23 – E22と基底の数 N。基底を置く範
囲は−2.5 ~ 60.1 a0の間。（赤線）ポテンシャルを局所 2 次近似、（青線）ポテンシャルの近似
無し。ΔE(exact)は厳密値。S = 0.88(γ = 0.08)。局所 2 次近似の誤差は初めの段階でほぼ無く、
α が小さいことによる完備性の誤差だけがある。右図は N = 200 ~ 300 の拡大図。およそ N = 
300 で厳密値に収束している。 
 
55 
 
4.2.4 隣り合う基底間の重なり S と精度 
 次に、隣り合う基底の重なり積分 S とエネルギー固有値の関係について考察を行う。図
4.16 はエネルギー固有値 E1についての S と相対誤差 error の対数プロットを示している。左
図がポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱った場合であり、右図はポテンシャル関数を近
似無しで扱った場合である。対象としたのは第一励起状態のエネルギー固有値 E1 である。
−2.5 ~ 60.1 a0の間に基底を並べ、基底の α は 10, 50, 100 a0−2の 3 通りで計算した。左図の局
所 2 次近似の場合では S が 0.6 過ぎで一定になっており S 依存性が小さいことがわかる。
0.9 より大きくすると過剰完備性（線形従属性）による数値的な不安定性が生じて値が発散
した。右図の近似無しのほうでは、S を大きくして基底間を近づけるほど値が下がり精度が
良くなっていることがわかる。いずれの α の場合でも−15 程度に留まっており、α が大きい
ほど早く収束している。この値は数値計算上の倍精度の限界（15,16 ケタの一致）を表して
いる。4 倍精度などで扱えばさらに値は下がると予想される。過剰完備性による数値不安定
性とエネルギー固有値の精度のバランスを考えると、図で示した範囲(0.6 ~ 0.9)で S をパラ
メータとして与えると波束計算を行うのに適切であることがわかる。 
 図 4.17 はエネルギー固有値 E23についての S と相対誤差 error の対数プロットを示してい
る。計算条件は E1の場合と同じである。2 次近似の場合は E1の場合と比べて全体的に精度
が良いことがわかる。S の値が大きくなると相対誤差は−6 から−8 の範囲に収束している。
ポテンシャル関数の近似が無い場合は S が大きくなると−12 程度に収束しており、E1 の場
合と比べると精度が 2,3 ケタ悪くなっている。8 ケタ程度一致するために必要な基底の数は
α = 10, 50, 100 a0−2の順に、343, 533,711 個となった。a が大きい場合でも、ポテンシャル関
数の近似が無い場合では、ポテンシャル積分(行列要素< g |V| g >)が厳密に評価されているた
め、精度が良い。 
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図 4.16 エネルギー固有値 E1の相対誤差と隣り合う基底間の重なり積分 S の関係。（左図）
ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱った場合、（右図）ポテンシャル関数を近似無しで扱
った場合。左図の 2 次近似の場合は S = 0.7 程度で収束している。右図の近似無しの場合は
α = 50, 100 a0−2の場合は S = 0.8 程度、α = 10 a0−2の場合は S = 0.85 程度で収束している。α が
大きくなるほど精度が良くなっている。 
 
 
図 4.17 エネルギー固有値 E23 の相対誤差と隣り合う基底間の重なり積分 S の関係。（左図）
ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱った場合、（右図）ポテンシャル関数を近似無しで扱
った場合。左図の 2 次近似の場合は S = 0.7 程度で収束している。右図の近似無しの場合は
α = 50, 100 a0−2の場合は S = 0.8 程度、α = 10 a0−2の場合は S = 0.9 程度で収束している。α が
大きくなるほど精度が良くなっている。8 ケタ程度一致するために必要な基底の数は α = 10, 
50, 100 a0−2の順に、343, 533,711 個となった。 
 
 図 4.18 はエネルギー固有値の差 E1 – E0の相対誤差 errorΔEの対数プロットを示している。
基底のパラメータ α や置く位置の範囲などの計算条件は図 4.16 と同じである。図 4.18 左図
の 2 次近似の値を見ると、図 4.16 と比べてどの α の場合でも全体的に精度が良くなってい
る（値が下がっている）ことがわかる。S を大きくして収束する値も良くなっている。これ
は、前述の結果通り、ポテンシャル関数を 2 次近似で扱った場合だとエネルギー固有値 En
そのものの値よりも、エネルギー固有値の差 ΔE = En+1 – Enのほうが精度良く評価できるこ
とを示している。また、右図の近似無しの場合は図 4.16 と図 4.18 とでは差は見られない。 
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図 4.18 エネルギー固有値の差 E1 – E0の相対誤差と隣り合う基底間の重なり積分 S の関係。
（左図）ポテンシャル関数を局所 2 次近似で扱った場合、（右図）ポテンシャル関数を近似
無しで扱った場合。左図の 2 次近似の場合は S = 0.72 程度で収束している。右図の近似無し
の場合は α = 50, 100 a0−2の場合は S = 0.8 程度、α = 10 a0−2の場合は S = 0.85 程度で収束して
いる。α が大きくなるほど精度が良くなっている。 
 
4.2.5 ポテンシャルの行列要素と精度 
 ポテンシャル行列の対角要素<gj|V|gj>と基底のパラメータ α の関係から、ポテンシャル関
数の取り扱い方を考察する。着目するポテンシャルの行列要素は、図 4.19 のような位置の
基底を選択した。井戸の底(V0 = V1 = 0)と 2 次の項が 0 になる場所(V2 = 0)、任意に選んだ 1
つの 3 通りである。基底間の重なり具合 S = 0.88 を維持しつつパラメータ α を変えた。 
ポテンシャル関数を 2 次近似で評価した結果と近似無しに扱った結果を図 4.20 に示す。
どの場合でも α を大きくするにつれ、ポテンシャル関数の違いの差は無くなっている。特に
(2)の q = 0 の場合ではどの値でも差は小さい。(1)は α を大きくすると 0 に収束し、(2)と(3)
も一定の値に収束している。 
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図 4.19 ポテンシャル曲面と選択した 3 つの基底。 
(1) 基底の中心 q = 0 であり、ポテンシャルの 0 次 V0(q) = 0、1 次 V1(q) = 0 となる点。 
(2) 基底の中心 q = 2.773 a0であり、ポテンシャルの 2 次 V2(q) = 0 となる点。 
(3) 基底の中心 q = −1 a0。 
 
 
 
図 4.20 ポテンシャル行列の対角要素<gj|V|gj>と基底のパラメータ α の依存性。（赤線）ポテ
ンシャル関数を局所 2 次近似で評価した場合。（青線）ポテンシャル関数を近似無しに評価
した場合。ポテンシャル関数の違いは α = 6 a0−2程度でほぼ差が無くなっている。特に、(2)
の場合ではどの値でも差はほとんど見られない。(1)は 0 に収束しており、(2)や(3)もそれぞ
れ一定の値に収束している。 
 
 ポテンシャル関数の扱い方の違いを詳細に見るために、2 次近似と近似無しの行列要素の
差をとった結果を図 4.21 に示す。相対誤差の<V>exactはポテンシャル関数の解析積分から算
出した。絶対誤差と相対誤差の両方について、α を大きくすると誤差が小さくなる。絶対誤
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差の場合は(2)が最も精度が良く、続いて(1)と(3)の順番の精度となった。相対誤差の場合は
(1)と(3)の精度が逆転している。(1)は α を大きくしたときの相対誤差の減少具合が小さいた
め、高次の項である非調和性が強く効いている場所だと言える。非調和性を精度よく取り込
むには高次の項も取り込んでポテンシャル関数を評価することが求められる。(2)は誤差が
小さく精度が高いため、高次の項の影響が小さいので 2 次近似でも十分な精度が得られる。 
場所によって α と精度の関係が異なることから、場所に応じて α とポテンシャル関数の
評価方法を変えて、本手法にさらなる柔軟性を確保させて改良することでさらなる効率化
が期待できる。 
 
 
図 4.21 ポテンシャル関数の近似無しと 2 次近似の行列要素の差。左図は絶対誤差、右図は
相対誤差を表している。相対誤差の<V>exact はポテンシャル関数の解析積分から算出した。
（赤線）(1)の q = 0、（青線）(2)の q = 2.773 a0、（緑線）(3)の q = −1 a0。α を大きくすると誤
差が小さくなる。絶対誤差では(2)が最も誤差が小さく、(1)と(3)の順番の精度となった。相
対誤差では(1)と(3)の精度が逆転している。場所によって α と精度の関係が異なる。 
 
 ポテンシャル関数を局所 2 次近似で評価した場合、エネルギー固有値 E の精度について
は、エネルギー固有値そのものの精度よりもエネルギー差 ΔE の精度のほうが良く評価され
た。波束の時間発展は ΔE が反映されるため、本手法と局所 2 次近似の組み合わせは波束の
時間発展を記述するのに適していると言える。 
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5 1 次元 2 重井戸型ポテンシャル 
 この章では、本手法を 1 次元 2 重井戸型ポテンシャルに適用する。この系では、2 つの井
戸間を波束がトンネル効果で移動する様子を記述できるかが要点となる。波束は井戸の中
心から立ち上がる振る舞いをするため、それを記述できる基底を用意する必要がある。また、
エネルギー固有値の差がとても小さくなっている状態があり、それらを正確に記述できる
かどうかも要点である。 
5.1 対称 2 重井戸型ポテンシャル 
 まずは、左右の井戸の深さが同じポテンシャルに適用して、本手法がこの系特有のトンネ
ル効果を記述できるか検証を行う。 
5.1.1 モデルポテンシャルと計算条件 
 本手法を 1 次元 2 重井戸型ポテンシャルに適用して、この系特有のトンネル効果に対す
る有効性を評価する。採用したモデルポテンシャルは(5.1)式 
 𝑉(𝑞) =
𝑈
𝑑4
(𝑞2 − 𝑑2)2 (5.1) 
とした。U = 2420 cm−1は障壁の高さ、d = 1 a0は井戸と障壁の距離、 質量 m はプロトンと
等しく m = 1836 me とした。時間発展の時間刻み△t = 0.2419 fs とした。2 重井戸型ポテンシ
ャルの特徴として基底状態が擬縮退しており、その 2 状態のエネルギー差 ΔE(トンネル分裂
値)は小さく、2.209 cm−1である。さらに 1 つ上の状態とのエネルギー差は 1000 cm−1程度で
あるから、小さなエネルギー差 ΔE を正確に評価できるかどうかが求められる系である。こ
の系はトンネル効果によるプロトン移動反応のモデルとして扱うことが可能である。例え
ば、マロンアルデヒドの分子内プロトン移動[1][2]のモデル化が可能である。2 次元ならば
ポルフィリンの分子内ダブルプロトン移動[3][4][5]がある。 
 
図 5.1 1 次元 2 重井戸型ポテンシャルの模式図。U は井戸間の障壁の高さ、d は井戸と障壁
の間の距離を表している。この系の特徴として、基底状態が 2 重に擬縮退している。そのエ
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ネルギー差は 2.209 cm−1である。 
 
初期波束として、左側の井戸を局所調和近似で評価した調和振動子の固有関数として対
応したガウス波束を用意した。この初期波束は擬縮退した基底状態の 2 状態(ψ0+,ψ0− )の重ね
合わせによる局在波束に相当する。そのパラメータは、α = 5.8 a0−2, 中心位置 Q = −0.96 a0, 
中心運動量 P = 0 とした。基底状態 2 状態の固有関数を図 5.2 に示す。 
擬縮退した基底状態 2 状態の重ね合わせで左の井戸の局在波束 ϕl(5.2)式と右の井戸の局
在波束 ϕr(5.3)式を記述できる。 
 𝜙𝑙(𝑞) =
1
√2
{𝜓0+(𝑞) + 𝜓0−(𝑞)} (5.2) 
 𝜙𝑟(𝑞) =
1
√2
{𝜓0+(𝑞) − 𝜓0−(𝑞)} (5.3) 
局在波束のエネルギー期待値（行列要素）は 
 ⟨𝜙𝑙|?̂?|𝜙𝑙⟩ = ⟨𝜙𝑟|?̂?|𝜙𝑟⟩ =
1
2
⟨𝜓0+ +𝜓0−|?̂?|𝜓0+ + 𝜓0−⟩ =
1
2
(𝐸0 + 𝐸1) (5.4) 
 ⟨𝜙𝑙|?̂?|𝜙𝑟⟩ = ⟨𝜙𝑟|?̂?|𝜙𝑙⟩ =
1
2
⟨𝜓0+ +𝜓0−|?̂?|𝜓0+ − 𝜓0−⟩ =
1
2
(𝐸0 − 𝐸1) (5.5) 
となり、対角要素はエネルギー固有値の平均値、非対角要素は差となる。 
 局在波束の時間依存性は(5.6)式のように 
 𝜙(𝑡) =
1
√2
{𝜓0+𝑒
−𝑖
𝐸0+
ℏ 𝑡 + 𝜓0−𝑒
−𝑖
𝐸0−
ℏ 𝑡}  
 =
1
√2
𝑒−𝑖
𝐸0+
ℏ 𝑡 {𝜓0+ + 𝜓0−𝑒
−𝑖
∆𝐸
ℏ 𝑡} (5.6) 
 |𝜙(𝑡)|2 =
1
2
(𝜓0+
2 + 𝜓0−
2 + 𝜓0+𝜓0−(𝑒
−𝑖
∆𝐸
ℏ 𝑡 + 𝑒𝑖
∆𝐸
ℏ 𝑡)) (5.7) 
 
で表わされる。ΔE = E0−−E0+であり、波束のダイナミクスに重要なのはエネルギー差 ΔE で
ある。初期時刻(t = 0)で ϕ(q, 0) = ϕl(q)とし、(5.6)式の右辺中括弧の位相項に着目すれば、t = 
πħ/ΔE のときに符号が反転して ϕ(q, πħ/ΔE) = ϕr(q)となることがわかる。同様に、t = 2πħ/ΔE
のときは初期波束に戻って ϕ(q, 2πħ/ΔE) = ϕl(q)となる。このように、局在化波動関数は左の
井戸から右の井戸へ移り、再び左の井戸に戻る周期的な運動をする。この周期 Tは T= 2πħ/ΔE
で与えられ、これをトンネリング周期と呼ぶことにする。トンネル分裂値より、トンネリン
グ周期 T は 15.10 ps となった。また、左の井戸から右の井戸に移る時間をトンネル時間と呼
ぶことにする。この時刻は 7.5 ps となる。 
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図 5.2 擬縮退した基底状態 2 状態の固有関数。（赤線）エネルギーが低い偶関数の固有関数、
（緑線）エネルギーが高い奇関数の固有関数。 
 
実空間グリッド法で計算した結果と比較する。その計算条件として、−2 ~ 2 a0の間に 256
点のグリッドを用意して時間発展を追った。 
 
5.1.2 波束の時間発展 
 図 5.3 に波束の時間発展の様子を示す。初期時刻で左側の井戸に局在化していた波束は時
間が経つと右側の井戸に移り、左側の井戸に戻る周期的な運動を記述した。これは、基底状
態の 2 状態の重ね合わせで記述する波束運動と同じ振舞いをしている。本手法と実空間グ
リッド法の波束の形は良く一致しており、本手法は十分な精度を有していることがわかる。
井戸間を移動する周期は 15.10 ps となり、トンネル分裂値 ΔE の逆数から見積もられる周期
と一致した。これらの結果から、本手法はポテンシャル関数の局所 2 次近似で十分な精度の
トンネル分裂値 ΔE を評価していることを表しており、波束計算を行うのに実用的であると
言える。 
 
 
図 5.3 波束の時間発展。 (赤線)本手法、 (青線)実空間グリッド法、（緑点）本手法で用いた
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基底の中心位置。隣り合う基底間の重なり具合 S = 0.88 (γ = 0.08)、展開のパラメータ ε = 1×
10−4 a0−1, δ = 2.5×10−3 a0−1。初期時刻で左の井戸に局在していた波束は右の井戸に移り、7.6 
ps で完全に右の井戸に局在した。その後は左の井戸に戻り、15.1 ps で初期波束と同じ形に
戻った。この周期 15.1 ps はトンネル分裂値 ΔE の逆数から求められるトンネリング周期と
一致した。基底の数 N は初期時刻で 8 個であり、波束が右の井戸に移ることに先駆けて増
えていき、波束が運動する範囲の 16 個の基底が使われている。 
 
図 5.4 に波束の Wigner 表示と基底の中心(Qj, Pj)を示す。α = 5.8 a0−2の基底を位置間隔 Δq 
= 0.2 a0, S = 0.88(完備性パラメータ γ = 0.08)の条件下で 2 次元位相空間に基底を敷き詰め、
その中から N 個の基底を選んで展開している。t = 0 ~ 0.07 ps の間に基底の取捨選択を 6 回
行い、波束の運動を記述するために必要な基底を自動的に選んだ。波束が反対側の井戸に移
るまでの時間は 7.5 ps であるのに対し、展開に用いる基底が広く分布する時間は 0.07 ps と
なった。これは、波束が運動する先を読み取り、井戸間を移るのに先駆けて自動的に基底を
選んでいることを表している。このことは、図 5.5 の右端にある基底の位置が短時間で移動
していることからもわかる。 
 
図 5.4 波束の Wigner 表示と展開に用いた基底の中心(Qj, Pj)。初期波束を 8 個の基底で展開
して、それから基底の取捨選択を 6 回行い、最終的には t = 0.07 ps の時点で 16 個の基底を
選んでいる。波束が右側の井戸に完全に移るまでの時間は 7.6 ps に対して、0.07 ps で広く
分布しており、波束が運動する先を読み取って基底を選択している。 
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図 5.5 右端にある基底の位置。波束が右側の井戸に移ることを読み取って基底を選んでい
る。0.08 ps の時点で空間に広く基底が分布され、既に波束の運動を記述できる基底の組を
用意している。 
 
5.1.3 波束の分布と基底の位置 
 基底が空間に広く分布されるまでの時間(0 ~ 0.07 ps)の間でどのように配置されていくの
かについてもう少し細かく解析する。 
 図 5.6 と図 5.7 は選び直した基底の位置とその時刻、0~1.6 a0 の間の波束の形を示してい
る。初めの段階では波束のすそが伸びるのを反映して基底が配置されていく様子がわかる。
その後、歪な形の波束が反対側の井戸に立ち上がり、それを反映して基底が広く分布されて
いる。波束の形が歪になっている原因として、初期波束をガウス型に選んだことにある。本
来、基底状態の 2 状態の重ね合わせからできる局在波束はガウス型とは若干異なっており、
その近似としてガウス波束を選ぶとさらに上の状態が混ざる。その上の状態の影響がこの
ような歪な形の波束として表れる。しかし、その影響の大きさはとても小さいので、初期波
束がガウス型であろうが基底状態の重ね合わせによる局在波束であろうが波束ダイナミク
ス（トンネル周期）に差は生じない。ガウス波束を初期波束としたときのエネルギー期待値
は< E > = 742.9 cm−1であり、局在波束のエネルギー期待値は< E > = 0.5(E0+ + E0−) = 727.3 cm−1
であり、その差がガウス波束に混ざった励起状態の影響の大体の大きさである。波束が右側
の井戸に移り始める時刻(~0.07 ps)では局所 2 次近似とグリッド計算に違いがあっても、右
側の井戸にある程度の分布が生じる 1 ps 程度ではその差はほぼ無くなる。 
また、図 5.8,図 5.9 のように基底の幅を α = 50 a0−2のように細くして、基底の配置間隔を
0.07 a0とより狭くして数を増やすと（最大で 53 個）精度が向上した（波束の形がより一
致した）。細い基底を使うことでより細かく波束の形を記述できる。 
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図 5.6 基底の位置の時間変化。（黒線）ポテンシャル曲線、（赤線）本手法の波束、（青線）
グリッド法、（緑点）基底の中心。右の井戸に分布が生じ始めるときは、ポテンシャルの山
を波束がわずかに右に通過していく。本手法はそれを読み取り、その動きに対応して基底を
選択している。何度か基底の選び直しを行うことで徐々に右側の井戸付近の基底を選んで
いる。 
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図 5.7 基底の位置の時間変化。（黒線）ポテンシャル曲線、（赤線）本手法の波束、（青線）
グリッド法、（緑点）基底の中心。基底の数は最大で 16 個。わずかな大きさの波束が右側の
井戸に達しており、それを反映して右側の井戸周辺の基底を選んでいる。基底が空間に広く
分布した後は選び直しを行わず、波束が右側の井戸に移る様子を記述している。ある程度分
布が生じる 1 ps 程度になると、本手法とグリッド計算の差は少なくなり、同じトンネル時
間で右側の井戸へ波束が移る。 
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図 5.8 細い基底を用いたときの位置の時間変化。（黒線）ポテンシャル曲線、（赤線）本手
法の波束、（青線）グリッド法、（緑点）基底の中心。細い基底を多く並べているため、波束
の形をより細かく記述している。先ほどの場合と同じく、わずかな分布の波束がポテンシャ
ルの山を通過することを読み取り、基底の選び直しを繰り返して徐々に右側の井戸の基底
を選んでいる。 
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図 5.9 細い基底を用いたときの位置の時間変化。（黒線）ポテンシャル曲線、（赤線）本手
法の波束、（青線）グリッド法、（緑点）基底の中心。基底の数は最大で 53 個。0.05 ~ 0.07 ps
の時点で右側の井戸周辺の基底も選択している。細い幅の基底を用いているため波束の形
をより細かく記述でき、本手法とグリッド計算はよく一致している。時間発展が進み、右側
の井戸にある程度の分布が生じる 1 ps 程度の時刻でも、本手法とグリッド計算はよく一致
している。 
 
5.1.4 トンネリング周期とパラメータ(α, S) 
 本手法に含まれるパラメータのうち、隣り合う基底間の重なり積分 S と α を変えた場合
のトンネル周期の結果を図 5.10 に示す。本手法のトンネル周期 T が厳密値と一致するとき
はパラメータの振り方にある程度の条件があることがわかる。正確なトンネル周期を得る
ための条件として、α が比較的小さいときには S を大きくとる必要があり(図 5.10 の赤線の
一番右側)、α が比較的大きいときにはある程度 S が取り得る値の範囲がある(図 5.10 青線)。
ただし、α が大きくなるとその分必要な基底の数が多くなる。本手法で設定した重なり積分
S = 0.88 と、運動エネルギー期待値から α を選ぶ方法は正確なトンネル周期が得られる条件
を導いていると言える(赤線の一番右側)。 
 
70 
 
 
図 5.10 重なり積分 S とトンネル周期の関係。(赤線) α = 5.80 a0−2, (緑線) α = 7.00 a0−2, (青線) 
α = 10.0 a0−2。厳密なトンネル周期は 15.10 ps。α が比較的小さい場合は重なり具合 S を大き
く取る必要がある(赤線の一番右側)。α が比較的大きい場合は、S がある程度小さな値でも
正確なトンネル周期が得られる(青線)。ただし、α が大きくなるとその分だけ必要な基底の
数 N が多くなる。α = 5.80 a0−2, S = 0.85 のときは N = 17、α = 7.00 a0−2, S = 0.85 のときは N = 
20 となる。 
 
5.1.5 エネルギー固有値と基底の数 N 
 図 5.11 に擬縮退した 2 状態のうち低い方の基底状態|0+>のエネルギー固有値を計算した
結果を示す。計算条件として、−2~2 a0の間に基底を N 個並べ、隣り合う基底間の重なり積
分 S = 0.88(γ = 0.08)、α は重なり積分 S と基底の数 N から決定する。N の範囲は 10 ~ 50 であ
り、α は 1.2 ~ 38 a0−2となる。また、ポテンシャル関数の精度を比較するために局所 2 次近
似と厳密積分で評価した場合を載せた。それぞれの精度はグリッド計算(−2~2 a0, 512 点)で
求めたエネルギー固有値との誤差で表している。局所 2 次近似は厳密値と 2~3 ケタ程度一
致しており、実用面では最低限の精度を有している。基底の数を増やすと精度は緩やかに向
上した。ポテンシャル関数を厳密に扱った場合では、基底の数を 10 から増やすと精度は大
きく向上し、グリッド計算と 7~8 ケタ程度一致する値まで下がった。 
図 5.12 に高い方の状態|0−>のエネルギー固有値を示す。局所 2 次近似とポテンシャル関数
を厳密に扱った場合の両方で 0−の精度は 0+の場合と同じだった。しかし、トンネル分裂値
ΔE = E0− − E0+の精度をみると、ポテンシャル関数を厳密に扱った場合と近い精度(7~8 ケタ
程度一致)を有していた。さらに、ポテンシャル関数を局所 2 次近似で評価した場合と厳密
に扱った場合で同じ精度になった。トンネル分裂値が精度良く評価できるため、ポテンシャ
ル関数を局所 2 次近似で扱っても波束が左右の井戸を移動するトンネル効果を適切に記述
できる。 
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図 5.11 |0+>の固有エネルギー。（赤）ポテンシャル関数を局所調和近似で評価、（青）ポテ
ンシャル関数を厳密に扱った場合。縦軸はグリッド計算で求めた固有エネルギーとの相対
誤差の対数プロットである。基底の数 N は 10 ~ 50 であり、それに対応する α は 1.2 ~ 38 a0−2
となる。局所 2 次近似はグリッド計算と 2~3 ケタ程度一致した。基底の数を増やすと緩や
かに精度が向上している。ポテンシャル関数を厳密に扱った場合では N = 25 程度でグリッ
ド計算と 7~8 ケタ程度一致した。 
 
 
図 5.12 |0−>の固有エネルギー。（赤）ポテンシャル関数を局所調和近似で評価、（青）ポテ
ンシャル関数を厳密に扱った場合、（緑）0+と 0−のエネルギー差 ΔE = E0− − E0+(局所 2 次近
似、ポテンシャル関数を厳密に扱った場合の両方)。エネルギー固有値自体の精度は 0+の場
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合と同じになった。エネルギー固有値の差 ΔE で精度を見ると、ポテンシャル関数を局所 2
次近似で評価した場合と厳密に扱った場合で同じ精度になった。この精度はグリッド計算
と 7~8 ケタ程度一致している。 
 
 図 5.12 でエネルギー差 ΔE の精度がポテンシャル関数を局所 2 次近似で評価した場合と
厳密に扱った場合で同じになった理由について考察をする。今回採用したポテンシャル(5.1)
式は 4 次関数であるので、次のように 4 次の項までで展開をする。 
𝑉(𝑞) =
𝑈
𝑑4
(𝑞2 − 𝑑2)2  
= 𝑉0 + 𝑉1(𝑞 − 𝑞0) +
1
2
𝑉2(𝑞 − 𝑞0)
2 +
1
6
𝑉3(𝑞 − 𝑞0)
3 +
1
24
𝑉4(𝑞 − 𝑞0)
4 (5.8) 
 𝑉0(𝑞0) =
𝑈
𝑑4
(𝑞0
2 − 𝑑2)2 (5.9) 
 𝑉1(𝑞0) =
4𝑈
𝑑4
𝑞0(𝑞0
2 − 𝑑2) (5.10) 
 𝑉2(𝑞0) =
4𝑈
𝑑4
(3𝑞0
2 − 𝑑2) (5.11) 
 𝑉3(𝑞0) =
24𝑈
𝑑4
𝑞0 (5.12) 
 𝑉4 =
24𝑈
𝑑4
 (5.13) 
q0は各々のガウス基底の中心位置である。V1、V3は奇関数であるため積分すると 0 になり、
ポテンシャルの行列要素<g|V|g>には影響しない。よって、局所 2 次近似は 4 次の項 V4が含
まれていないだけとみなせる。 
4 次の項には中心位置 q0が含まれていない。そのため、ポテンシャルの行列要素は全ての
項(全ての場所の基底)で V4 の値だけ底上げされることとなる。全体が均等に底上げされる
ので、ポテンシャル関数の形自体は同じとみなされ、結果的にエネルギー固有値の差には影
響しない(エネルギー固有値全体が V4の項の影響分だけ上下する)。 
具体例を 1つ挙げて確認をする。5つのガウス基底を任意の位置(−2, −1.36, −0.721, −0.0822, 
0.557 a0)に配置したとする。隣り合う基底間の重なり S = 0.6, 基底のパラメータは α = 2.5 
a0−2とした。局所 2 次近似を用いたときの行列要素を 2ndH jkとし、ポテンシャル関数を厳密
に扱った場合の行列要素を exHjkとする。そして、その差(exHjk − 2ndH jk)をとると、残るのは
(5.13)の 4 次の項だけになる。付録 B に示しているように、ハミルトニアン行列の行列要素
Hjk は(係数×重なり積分行列 Sjk)となっているので、この差を重なり積分 Sjk で割るとポテン
シャル関数の V4だけが残り、その全ての行列要素は 3.31×10−4 hartree に揃う。これは V4の
値であり、行列要素全体を底上げしていることがわかる。 
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5.2 非対称 2 重井戸型ポテンシャル 
 次に、左右の井戸の深さが異なる系に本手法を適用する。井戸の深さの違いによって波束
の運動は対称なポテンシャルから変わり、トンネリング周期などに影響する。その違いを評
価して波束の運動を記述できるか検証する。 
5.2.1 計算条件 
 採用したポテンシャルは、(5.1)式に線形項を加えた次式 
 𝑉(𝑞) =
𝑈
𝑑4
(𝑞2 − 𝑑2)2 + 𝑎(𝑞 + 𝑑) (5.14) 
である。パラメータはそれぞれ、障壁の高さ U = 2420 cm−1, 障壁と井戸の距離 d = 1 a0, 左
右の井戸の高さの差に対応する a = 2.195 cm−1/a0とした。井戸間の深さの違いは 2ad = 4.389  
cm−1 である。質量 m はプロトンと等しく m = 1836 me とした。時間発展の時間刻み△t = 
0.2419 fs とした。初期波束は対称ポテンシャルと同じガウス波束を用意した。パラメータ
は、α = 5.8 a0−2, 中心位置 Q = −0.96 a0, 中心運動量 P = 0 とした。厳密計算としてのグリッ
ド計算には 512 点を用いた。 
 
 
図 5.13 非対称 2 重井戸型ポテンシャル。障壁の高さ U = 2420 cm−1, 障壁と井戸の距離 d = 
1 a0, 左右の井戸の高さの差に対応する a = 2.195 cm−1/a0。井戸間の深さの違いは 2ad = 4.389  
cm−1。トンネル分裂値は数 cm−1 であるため、井戸の深さのわずかな違いが波束の運動に影
響する。 
 
5.2.2 波束の時間発展 
図 5.14 に波束の時間発展を示す。波束は左の井戸から右の井戸に移るが、対称ポテンシ
ャルとは異なり、波束の一部だけが右の井戸に移った。その割合は 3.55 ps の時点で本手法
は 22.25, グリッド計算は 22.61%となった。それから右の井戸に波束が戻り、約 7.1 ps で完
全に戻った。本手法は波束が左右の井戸を移る時間や右の井戸に移る割合などがグリッド
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計算と一致し、井戸の深さが異なる非対称性を適切に評価したと言える。 
 
 
図 5.14 波束の時間発展。(赤線)本手法の結果、(青線)実空間グリッド法。右側の井戸が高
いため、波束は一部だけ右の井戸に移る。その割合は 3.55 ps の時点で本手法は 22.25, グリ
ッド計算は 22.61%となった。右の井戸に移るトンネル時間は 3.6 ps となり、左の井戸に完
全に戻る時刻は 7.2 ps となった。波束の形や左右の井戸を移る時刻のどちらも、本手法はグ
リッド計算とよく一致した。本手法は左右の井戸の深さが異なっていることも正確に読み
取って波束の運動を記述できたと言える。 
 
 非対称のポテンシャルでも基底状態の 2 状態は擬縮退している。そのエネルギー差 ΔE は
本手法で 4.648, グリッド計算で 4.649 cm−1 となり、よく一致している。その逆数から求め
られるトンネル周期 T = 2πħ/ΔE は 7.176 ps となり、波束の運動と合致している。 
 
 図 5.15 に波束の位相空間表示(Wigner 表示)と基底の中心(Qj, Pj)を示す。波束が右の井戸
に移るのを読み取って基底を選んでいる。初期時刻で 8 個の基底で波束を展開し、右に移る
につれて基底の数が増え、0.07 ps の時点で 16 個の基底を選んでいる。0 ~ 0.07 ps の間で基
底の選び直しを 6 回行って、波束の運動を記述するのに適した基底を選択した。基底を選び
直す回数やその時刻、基底の中心位置などは対称な系と同じ結果となった。この理由として
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は、基底が配置される 0 ~ 0.1 ps の間では、対称な系と非対称な系で波束の振る舞いが同一
であると本手法が読み取り基底を選んだためである。同じ選び方をしても非対称性を正確
に評価できる。 
 
 
図 5.15 波束の Wigner 表示と基底の中心(Qj, Pj)。展開のパラメータ ε = 1×10−4 a0−1, δ = 2.5
×10−3 a0−1。初期波束を 8 個の基底で展開して、それから基底の取捨選択を 6 回行い、最終
的には t = 0.07 ps の時点で 16 個の基底を選んでいる。基底の位置や選ぶ回数などは対称な
ポテンシャルの場合と同じになった。これは、基底が十分に広く配置される 0 ~ 0.1 ps の間
では、本手法は対称な系と非対称な系で波束の振る舞いを同一と読み取り基底を選んだた
めである。 
 
 波動関数の展開の精度に関するパラメータ ε(しきい値)と、展開の取捨選択を行うタイミ
ングに関するパラメータ δ(しきい値)を変えた場合の結果を表 5.1 に示す。このパラメータ
の範囲ではトンネル周期を適切に評価している。ε が小さいと基底の数が増えて取捨選択の
回数は減り、δ が小さいと取捨選択の回数が増える傾向にあることがわかる。 
 
表 5.1 パラメータ ε, δ と基底の数、取捨選択の回数、トンネル周期の関係 
ε (a0−1) ε (a0−1) 基底の数 取捨選択の回数 トンネル周期 (ps) 
1.0×10−4 2.5×10−3 8 ~ 16 6 15.10 
1.0×10−4 1.6×10−3 8 ~ 16 13 15.10 
1.0×10−5 2.5×10−3 9 ~ 20 4 15.10 
 
 
 以上の結果から、本手法は 2 重井戸型ポテンシャル特有のトンネル効果を適切に記述で
きたと言える。擬縮退した基底状態の 2 状態の小さなエネルギー差を精度よく評価し、波束
の運動を適切に記述できた。波束が動く先を読み取り、運動を記述するのに適した基底を選
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んでいる。ポテンシャル関数の扱い方についても、局所 2 次近似はポテンシャルを厳密に扱
った場合と同じ精度でエネルギー固有値の差を評価でき、局所 2 次近似は波束の時間発展
を追うには適していると言える。 
さらに、左右の井戸の深さが異なる系に適用しても、非対称さによって生じるエネルギー
固有値の数 cm−1の違いを正確に評価して波束の運動も記述できた。 
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6 2 次元系への適用 
 この章では、本手法を 2 次元の系に適用して、波束の運動に対する精度や基底の数の変化
などの性能の評価を行う。 
6.1 2 次元拡張井戸型ポテンシャル 
 採用したのは 2 次元の 4 重井戸型ポテンシャルである。この系では基底状態の 4 状態が
擬縮退している。本手法がその小さなエネルギー差を正確に評価できるかが要点の 1 つで
ある。さらに、波束の運動が 2 次元になるため、その動きに合わせて効率良い基底を選べる
かも要点となる。また、2 次元以上の系の場合では座標間のカップリング効果がある。波束
の運動を記述するにはこの効果を適切に評価する必要がある。 
6.1.1 計算条件 
 採用したポテンシャルは次式のような 2次元拡張井戸型ポテンシャル[1][2][3](図 6.1)とし
た。 
 𝑉(𝑞𝑥 , 𝑞𝑦) =
𝑈
𝑑4
{(𝑞𝑥
2 − 𝑑2)2 + (𝑞𝑦
2 − 𝑑2)
2
+ 𝐺(𝑞𝑥𝑞𝑦 − 𝑑
2)} (6.1) 
パラメータはそれぞれ、井戸間の障壁の高さ U = 2420 cm−1, 井戸と障壁の距離 d = 1 a0, 質
量 m = 1836 me, 時間発展の時間刻み△t = 0.2419 fs とした。G はプロトン間の相互作用であ
るカップリングのパラメータであり、G = 5×10−4 a02とした。この項により、隣り合う井戸
の深さに 2.4 cm−1の差をつけた。また、カップリングの効果を含まない場合と比較するため
に G = 0 の場合でも本手法を適用した。 
 
図 6.1 2 次元拡張井戸型ポテンシャルと初期波束。A, B, C, D にそれぞれ井戸があり、隣り
合う井戸間の障壁の高さが U、対角上の井戸間にある障壁(qx = qy = 0 の障壁)の高さは 2U と
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なる。カップリング項により、A と D の井戸は B, C の井戸よりも 2.4 cm−1低くなる。 
 
この系の特徴として基底状態が 4 状態に擬縮退しており、トンネル効果による波束の運
動はこの 4 状態の重ね合わせで記述される。カップリング項を含む場合の基底状態の 4 状
態を図 6.2 に示す。そのエネルギー固有値の関係を図 6.3 に示す。波束の運動を適切に記述
するには、擬縮退した状態間の小さなエネルギー差 ΔE を正確に評価することが求められる
(図 6.3)。その 4 状態のエネルギー固有値の関係とトンネル分裂値は、G = 0 の場合は ΔE = 
2.209 cm−1、その逆数から算出される波束の運動周期は T = 15.10 ps となる。カップリング項
が含まれる系の場合は、3 状態のエネルギー差 ΔE10 = E1 − E0 = 1.395 cm−1, ΔE21 = 2.101 cm−1, 
ΔE32 = 1.395 cm−1の逆数から算出できる周期 T10 = 23.9 ps, T21 = 15.9 ps, T23 = 23.9 ps の最小公
倍数 T = 49 ps が 1 つの目安となる。 
 
 
図 6.2 カップリングを含む場合の擬縮退した 4 状態(φ0, φ1, φ2,φ3)の固有関数。φ0 は 4 つの
井戸それぞれに固有関数の分布があるが、井戸の深さが高い B と C では比較的値が低くな
っている。φ1は A と D に分布を持ち、φ2は B と C に分布を持つ。φ3は 4 つの井戸に分布を
持つが、A と D は正、B と C は負の値をとっている。4 つの固有関数の線形結合をとるこ
とで、それぞれの井戸に局在化した波束を作り出せる。 
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図 6.3 擬縮退した 4 状態(φ0, φ1, φ2,φ3)のエネルギー固有値。(左図)カップリング項が含まれ
ない場合(G = 0)、(右図)カップリング項が含まれる場合。カップリング項が含まれない場合
は E1と E2が完全に縮退しており、E0と E1, E2と E3のエネルギー差(トンネル分裂値)が等し
く、ΔE = 2.209 cm−1となる。波束の運動を決定するトンネル周期はそのエネルギー差の逆数
T = 15.10 ps となる。カップリング項を含む場合は 4 状態のどれもエネルギー差は異なる。
波束の運動は 3 状態のエネルギー差 ΔE10 = E1 − E0 = 1.395 cm−1, ΔE21 = 2.101 cm−1, ΔE32 = 
1.395 cm−1の逆数から算出できる周期 T10 = 23.9 ps, T21 = 15.9 ps, T23 = 23.9 ps の最小公倍数 T 
= 49 ps が 1 つの目安となる。 
 
ガウス型の初期波束を井戸 A に用意した。そのパラメータは αx = αy = 5.8 a0−2, 中心位置
Qx = Qy = −0.96 a0, 中心運動量 Px = Py = 0 とした。これは擬縮退している 4 状態(φ0, φ1, φ2, 
φ3,)のうち、3 状態(φ0, φ1, φ3)の重ね合わせでできる局在波束 
 Ψ = c0𝜑0 + 𝑐1𝜑1 + 𝑐3𝜑3 (6.2) 
に対応している。係数の値はカップリング項が含まれない場合は c0 = 0.5, c1 = 1/√2, c3 = 0.5、
カップリング項が含まれる場合は c0 = 0.593, c1 = 0.702, c3 = 0.376 となる。 
比較のために実空間グリッド法でも計算し、その条件として qx, qy = −2 ~ 2 a0の間に 1282
点のグリッドを用意した。 
 
6.1.2 波束の時間発展 
まずは図 6.4 にカップリング効果を含まない系(G = 0)での波束の時間発展を示す。αx = αy 
= 5.8 a0−2の基底を位置間隔 ax = ay = 0.2 a0−2, 完備性パラメータ γ = 0.08 で(qx, qy, px, py)の 4 次
元位相空間内の中の(qx, qy) 2 次元平面に配置し、展開している。初めに A の井戸に局在化し
ていた波束は時間が進むにつれて隣のB, Cの井戸に移り、右上のDの井戸に完全に移った。
さらに時間が進むと波束は左下の A の井戸に戻る周期的な運動をした。井戸間を行き来す
る周期は T = 15.1 ps となり、エネルギー固有値の差から見積もられる周期と一致した。本手
法の波束の時間発展は実空間グリッド法と良く一致し、2 次元系でも正確なトンネル分裂値
ΔE を反映して波束の運動を記述したと言える。 
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図 6.4 波束の時間発展。(黒線)本手法の結果、(青線)実空間グリッド法の結果。S = 0.88(γ = 
0.08)、展開のしきい値は ε = 1.0×10−6 a0−2, δ = 9.0×10−4 a0−2とした。波束は左下の A の井戸
から隣の B, C の井戸に分岐し、続いて右上の D の井戸に移った。右上の井戸には 7.6 ps で
完全に移った。それから波束は再び B, C に分岐して A の井戸に完全に戻った。波束が A の
井戸に再帰した時刻は 15.1 ps となり、擬縮退している基底状態の 4 状態のエネルギー差か
ら見積もられる周期と一致した。本手法と実空間グリッド法の波束の振る舞いは良く一致
しており、本手法が精度よく波束の運動を記述したと言える。 
 
 カップリング項が無い場合について、各井戸における波束の分布の時間発展を図 6.5 に示
す。A の井戸の分布は 7.5 ps 付近で 0 をとり、15.1 ps で 1 に戻った。B+C の分布は 7.5 ps 周
期で変化しており、0 ~ 0.5 の値を増減している。D は 7.5 ps で 1 になり、15.1 ps で 0 をと
っている。分布の変化がトンネル周期と一致していることもわかる。 
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図 6.5 カップリングが無い場合の各井戸における波束の分布。(赤線)A の井戸、(緑線)B と
C の井戸の分布の和、(青線)D の井戸の分布。A と D の井戸の分布は 15.1 ps 周期で 0 ~ 1 に
増減しており、トンネル周期と一致している。B+C の周期は 7.5 ps になっており、0 ~ 0.5 の
値を増減している。 
 
 カップリングが無い場合の基底の数 N と基底を選び直す時刻の関係を図 6.6 に示す。初
期波束を 96 個の基底で展開し、0.1 ps の間に基底の数が大きく増え、波束が動く先を読み
取り、基底を配置している。その後も波束の動きに合わせて基底が増減して、2.1 ps までに
10 回の基底の選び直しを行って 355 個の基底を選んでいる。 
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図 6.6 カップリングが無い場合の基底を選び直した時刻と基底の数 N の関係。初期波束を
96 個の基底で展開し、0.1 ps の間に基底の数が大きく増え、波束が移動する先を読み取って
必要な基底を選んでいる。2.1 ps までに 10 回の基底の選び直しを行って 355 個の基底で波
束の運動を記述している。 
 
 次にカップリング項 G = 5×10−4 a02を含む系について、その波束の時間発展を図 6.7 に示
す。図 6.4 と比べるとカップリング項の影響により波束の動きが変わり、A から B, C を経
由し、D の井戸に移るまでの時間が 13.70 ps、D の井戸に移る波束の割合は最大で 94%とな
った。D の井戸に移る時間やその割合は厳密計算であるグリッド計算での結果と一致した。
このことは、カップリング項の影響を受けたトンネル分裂値を正確に評価して波束の運動
を記述したと言える。 
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図 6.7 カップリング項 G = 5×10−4 a02 を含む場合の波束の時間発展。(黒線)本手法の時間
発展、(青線)実空間グリッド法。S = 0.88(γ = 0.08)、展開のしきい値は ε = 1.0×10−6 a0−2, δ = 
9.0×10−4 a0−2とした。カップリングが無い場合と同じく、波束は A の井戸から B と C の井
戸に分岐し、それから D の井戸に移った。しかし、カップリングがある場合は 4 つの井戸
全てに分岐したまま波束の形が変化した。13.70 ps の時点で D の井戸に 94%の波束が移っ
たが、その後も波束は 4 つの井戸に分岐した。時間発展を続けると、49 ps の時点で波束は
A の井戸に再帰した。この時刻はエネルギー固有値のエネルギー差の逆数から求められる
周期の最小公倍数と一致した。本手法はグリッド計算と波束の形や井戸間を移動する時間
が一致しており、精度よくトンネル分裂値を評価したと言える。 
 
 カップリングがある場合の、それぞれの井戸の分布を図 6.8 に示す。A と D の井戸の分布
は繰り返し増減している。約 14 ps の時点で A の分布は 0.05 程度、D の分布は 0.94 の値を
取っている。35 ps の時点でも同じ値をとっている。そして、49 ps の時点で A の分布は 1、
D の分布は 0 となり、波束が A の井戸に再帰したことを表している。B+C の井戸の分布は
約 7 ps の周期で変化しており、0 ~ 0.4 の値をとっている。 
 
 
図 6.8 カップリングがある場合の各井戸における波束の分布。(赤線)A の井戸、(緑線)B と
C の井戸の分布の和、(青線)D の井戸の分布。A と D の井戸の分布は繰り返し増減してい
る。B+C の井戸はおよそ 7 ps の周期で 0 ~ 0.4 の間で増減している。A の井戸の分布は約 14 
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ps と約 35 ps で 0.05 程度の値まで下がっている。49 ps の時点で 1 を取っており、波束が A
の井戸に再帰したことを示している。D の井戸の分布は約 14 ps で 0.94 の値をとっている。
次に 35 ps の時点で再び 0.94 の値をとっている。そして、49 ps の時点で 0 になった。 
 
 カップリング項がある場合の基底の数 N と基底を選び直した時刻を図 6.9 に示す。カッ
プリング項が無い場合と同じく、初期波束を 96 個の基底で展開し、0.1 ps の間に基底の数
が大きく増えて、波束が動く先を読みとって基底を選んでいる。それから基底が増減して、
3.7 psまでに12回基底の選び直しをして358個の基底を選んで波束の運動を記述している。 
 
 
図 6.9 カップリングがある場合の基底を選び直した時刻と基底の数 N の関係。初期波束を
96 個の基底で展開し、0.1 ps の間に基底の数が大きく増え、波束が移動する先を読み取って
必要な基底を選んでいる。3.7 ps までに 12 回の基底の選び直しを行って 358 個の基底で波
束の運動を記述している。 
 
続いて、カップリングがある場合の波束を展開するために用いた基底の分布を図 6.10 に
示す。(qx, qy, px, py)の 4 次元位相空間内のうち、px = py = 0 の(qx, qy)の 2 次元平面上に基底が
分布している。初期時刻で波束が分布している左下のAの井戸付近に基底が分布しており、
それから時間が進むにつれて隣の B, C の井戸に基底が伸びて分布している様子がわかる。
さらに時間発展が進むと D の位置にも基底が分布して、4 つの井戸間を波束が運動できる
ような基底になっている。2 次元系の場合でも、本手法は波束が隣の井戸に移ることを読み
取り、波束の運動を適切に記述できる基底が自動的に選ばれている。井戸周辺の基底に限定
して選んでいることで、本手法が無駄な基底を選ばないような効率性も有していると言え
る。 
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図 6.10 カップリングがある系での波束の時間発展(黒実線)。|Ψ|2を表示し、等高線は 0.5 a0−2
刻みである。用いた基底の中心位置(Qx, Qy) (赤点)、S = 0.88(γ = 0.08)、展開のしきい値は ε = 
1.0×10−6 a0−2, δ = 9.0×10−4 a0−2とした。初期時刻で波束が分布している付近の基底を選択し
ている。続いて時間発展をして、波束が移動する先である B と C の井戸付近の基底が選ば
れている。時間発展が進むと D の井戸周辺の基底も選択され、4 つの井戸間を波束が移動で
きるような基底が選ばれている。 
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7 3 次元系への適用 
 この章では、本手法を 3 次元系に適用して性能の評価を行う。 
7.1 3 次元拡張井戸型ポテンシャル 
 本手法を 8 つの井戸を持つ 3 次元拡張井戸型ポテンシャルに適用して、波束の運動に関
する精度や次元数の増加に伴う基底の数の関係について評価を行う。この系でも基底状態
は擬縮退しており、その小さなエネルギー差を反映した波束の運動を記述できるか検証す
る。 
7.1.1 計算条件 
 採用したポテンシャルは 3 次元拡張井戸型ポテンシャル 
 𝑉(𝑞𝑥 , 𝑞𝑦 , 𝑞𝑧) =
𝑈
𝑑4
{(𝑞𝑥
2 − 𝑑2)2 + (𝑞𝑦
2 − 𝑑2)
2
+ (𝑞𝑧
2 − 𝑑2)2} (7.1) 
である。各々のパラメータは 1、2 次元系と同じく、U = 2420 cm−1, d = 1 a0, m = 1836 me , 時
間発展の時間刻み△t = 0.2419 fs とした。この系についても、基底状態は擬縮退しており、
その基底状態の重ね合わせでトンネル効果による波束の運動が記述される。トンネル分裂
値 ΔE = 2.209 cm−1の逆数から、波束が井戸間を移動する周期が T = 15.10 ps となる。 
 初期波束 Ψ(0)としてガウス波束を用意し、井戸の 1 つに局在化させた。そのパラメータ
は、αx = αy = αz = 5.8 a0−2, 中心運動量 Px = Py = Pz = 0, 中心位置 Qx = Qy = Qz = −0.96 a0とし
た。また、初期波束と同じ α と中心運動量 P を持つガウス型の参照波束 Ψ’を中心位置 Qx = 
Qy = Qz = 0.96 a0に用意した。基底の α は αx = αy = αz = 5.8 a0−2、位置間隔は ax = ay = az = 0.24 
a0とした。 
隣り合う基底間の重なり積分 S = 0.85(完備性パラメータは γ = 0.1)に設定し、1 ~ 2 次元の
場合の γ = 0.08 と比べて過剰完備性を抑えて数値的な安定性を確保した。 
 
7.1.2 波束の時間発展 
 図 7.1 に自己相関関数 C(t) = < Ψ(0)| Ψ(t) >と相互相関関数 C’(t) = < Ψ’| Ψ(t) >の時間変化を
示す。7 ps の時点で自己相関関数 C(t)の値が 0 に減り、相互相関関数の値が 1 に近づいてい
る。これは波束がトンネル効果によって井戸の 1 つから対角側の井戸に移ったことを表し
ている。さらに時間発展を追うと自己相関関数が 1 に戻り周期的な運動を記述した。その周
期は 15.10 ps となり、トンネル分裂値の逆数から見積もられる周期と一致した。これは本手
法がトンネル分裂値を正確に評価し、3 次元系でも適切に波束の運動を記述できたと言える。 
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図 7.1 (赤線)自己相関関数 C(t) = < Ψ(0)| Ψ(t) >、(青線)相互相関関数 C’(t) = < Ψ’| Ψ(t) >。0 ~5ps
の間に自己相関関数が 1 から減少している。これは、波束が初期時刻で局在化していた場所
から他の井戸に移ったことを表している。その後、5 ~ 10 ps の間は 0 の値を取っている。そ
して、10 ~ 15 ps の間に再び 1 に戻った。これは、波束が初期時刻で局在化していた場所に
戻ったことを表している。相互相関関数は初期時刻から値が増えて 7.5 ps で 1 に近い値を
とっている。これは、参照波束が局在化している井戸に波束が移ったことを表している。そ
の後 0 まで減少しており、波束がその井戸から離れたことを表している。井戸間を移動する
周期は 15.1 ps となり、トンネル分裂値の逆数から求まる周期と一致している。 
 
次に、展開に用いた基底の数の時間変化を図 7.2 に示す。初期波束を 504 個の基底で展開
している。0 ~ 3.2 ps の間に基底の取捨選択を 43 回行い、波束の運動を記述するために必要
な基底の組を用意した。1 ps までの急速な基底数の増加は、波束が井戸間を移動するのに先
駆けて基底が張られていることを表している。その後、波束が井戸間を分岐することに合わ
せて基底が増加しており、3.2 ps の時点で 3431 個の基底を用いている。 
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図 7.2 展開に用いた基底の数。S = 0.85 (γ = 0.1)。展開のしきい値 ε = 1.0×10−6 a0−3, δ = 9.0×10−4 
a0−3。初期時刻で 504 個の基底を用いている。0 ~ 1 ps の間に急激に基底の数が増えているの
は、波束が移動する先を読み取って基底が用意されていることを表している。その後も波束
が移動することに合わせて基底が増え、3.2 ps の時点で 3431 個の基底を用いている。 
 
7.1.3 次元の数と展開に用いた基底の数 
 表 7.1 に次元の数と展開に用いた基底の最小数と最大数を示す。次元が増えるにつれ、1
次元に必要な基底の数の累乗で増えていることがわかる。通常のワークステーションのル
ーティン計算には、コスト的に 3 次元までが適用限界と言える。 
 
表 7.1 1 ~ 3 次元ごとの基底の数の最小数と最大数 
次元の数 最小数 最大数 
1 8 16 
2 96 358 
3 504 3431 
 
 本手法を 3 次元系の井戸型ポテンシャルに適用し、トンネル分裂値を正確に評価して波
束の運動を記述できた。用いた基底の数は 1 次元に必要な基底の数の累乗で増えているこ
ともわかり、多次元系への展開の指標となる次元の数の増加と基底の数の関係が得られた。 
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8 総括 
 本研究では、時間に依存しないガウス基底を位相空間上に規則的に配置し、波動関数を展
開するために必要な基底の選択を効率的かつ自動的にした核波束動力学法の開発を行った。
本手法の要点として、 
・von Neumann 格子上に基底を配置して数値的安定性を図る 
・von Neumann 格子上の基底のうち、波動関数の変化に応じて効率的かつ自動的に展開に
用いる基底を選ぶ 
・局所的なポテンシャルの情報のみで時間発展を追う、on-the-fly 動力学計算に適する 
があり、これらを満たすような手法であることを 1 ~ 3 次元の系に適用して検証を行った。 
 
1. 1 次元障壁散乱への適用 
 本手法を 1 次元の障壁散乱に適用し、時間に依存しないガウス基底で波束の並進運動を
適切に記述できることを確認した。また、波束が障壁と散乱して反射と透過の波束に別れる
ことと、その反射・透過率が厳密計算としてのグリッド計算とよく一致し、本手法の精度の
高さも確認できた。 
 基底を位相空間上に規則正しく並べて、波動関数を展開するのに必要な基底のみを選ぶ
ことで、数値的に安定して波束の時間発展を記述できた。また、波束の動きに合わせて基底
の数を最適化することで本手法の効率性が良いことも確認できた。さらに、既存の手法であ
る BEL MCG 法と同じポテンシャルと初期波束の条件で比較を行ったところ、本手法は要す
る基底の数が減り精度も改善されたことが確認できた。 
 
2. 1 次元モースポテンシャルへの適用 
 1 次元障壁散乱を精度よく記述できたことを踏まえて、本手法の精度について詳細を考察
するために 1 次元モースポテンシャルに適用して、エネルギー固有値の精度の検証を行っ
た。また、ポテンシャル関数の取り扱い方についても考察を行い、ポテンシャルを 2 次まで
で展開・近似して評価を行う局所 2 次近似の精度についても検証を行った。モースポテンシ
ャル中での波束の時間発展を適切に記述できるような基底の数と基底のパラメータ α が存
在しており、本手法におけるこれらのパラメータの決定法は適した値を選んでいることを
確認した。エネルギー固有値の精度については、局所 2 次近似は十分な数の基底があれば実
用的な精度が得られることを確認した。エネルギー準位によって精度にばらつきがあるこ
とも確認した。エネルギー固有値の差の精度については、固有値そのものの精度よりも改善
される場合があった。また、エネルギー準位によらず精度が一定である場合もあった。 
 
3. 1 次元 2 重井戸型ポテンシャル 
 基底状態の 2 状態が擬縮退している特有の系に本手法を適用して、エネルギー固有値の
小さな差を反映した波束の運動を記述できることを確認した。波束が井戸間を移動する波
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束の動きに適した基底を選択して適切に記述できた。モースポテンシャルにおいて、局所 2
次近似を用いるとエネルギー差の精度が改善される場合があったことを踏まえて、エネル
ギー固有値の精度の検証を行った。4 次関数であるこの系の場合、ポテンシャル関数を厳密
に扱った場合と局所 2 次近似では、エネルギー固有値の差の精度が一致したことを確認し
た。これは、4 次の項はエネルギー差の精度には関与せず、固有値全体の精度に関係するこ
とを示した。そのため、局所 2 次近似でも波束の時間発展に重要なエネルギー差を正確に評
価できる。 
 
4. 2 次元拡張井戸型ポテンシャル 
 4 つの井戸を有する 2 次元系に適用して、精度と効率性の検証を行った。また、2 次元系
ではカップリング項があるのでそれらを適切に評価できるかについても検証した。この系
では基底状態が 4 状態に擬縮退しており、本手法は精度よくエネルギー固有値、エネルギー
差を評価した。カップリング効果を反映したエネルギー固有値についても精度よく評価で
きた。これらのエネルギー差を反映した波束の運動を適切に記述できた。波束が井戸間を移
動する先を読みとり、波束の展開と時間発展について効率良い基底を選んでいる。 
 
5. 3 次元拡張井戸型ポテンシャル 
 8 つの井戸を有する 3 次元系に適用して、精度と基底の数について検証を行った。3 次元
の場合でも井戸間を移動する波束の運動を記述でき、エネルギー固有値の差から見積もら
れる周期と波束が井戸間を移動する周期が一致したので、本手法が 3 次元系でも十分な精
度を有していることを確認した。用いた基底の数は 1 次元に必要な基底の数の累乗で増え
ていることもわかり、多次元系への展開の指標となる次元の数の増加と基底の数の関係が
得られた。 
 
 本手法を障壁散乱や多重井戸型ポテンシャルの系に適用して精度良くトンネル効果を記
述できることを示した。さらに、従来法よりも効率良い展開法で 2、3 次元の系にも適用で
きた。それらの結果から、本手法で用いるポテンシャルの勾配と曲率を電子状態計算から求
めれば、多原子系（多次元系）に適用可能である。今後の分子の量子ダイナミクスへの展望
については付録 D にまとめておく。 
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・ 付録 A Crank-Nicolson 法 
 
Crank-Nicolson 法[1]は連立微分方程式を差分化して、代数方程式に落として数値的に解く
手法の 1 つであり、陰解法に分類される。この手法は陽解法と比べて数値的に安定という利
点がある。 
 
 BEL MCG 法および、本手法の波動関数の運動方程式は展開係数 A の方程式 
 𝑖ℏ?̇? = 𝐒−1𝐇𝐀 (A.1) 
で与えられる。S は重なり積分行列、H はハミルトニアン行列である。?̇?を(A.2)、A を(A.3)
のように離散化する。 
 ?̇? (𝑡 +
∆𝑡
2
) ≈
𝐀(𝑡 + ∆𝑡) − 𝐀(𝑡)
∆𝑡
 (A.2) 
 𝐀(𝑡 +
∆𝑡
2
) ≈
𝐀(𝑡 + ∆𝑡) + 𝐀(𝑡)
2
 (A.3) 
(A.2)、(A.3)を(A.1)に代入して整理すると、 
 𝑖ℏ
𝐀(𝑡 + ∆𝑡) − 𝐀(𝑡)
∆𝑡
≅ 𝐒−1𝐇
𝐀(𝑡 + ∆𝑡) + 𝐀(𝑡)
2
 (A.4) 
 𝐀(𝑡 + ∆𝑡) ≈
𝟏 − 𝑖
𝐒−1𝐇
2ℏ ∆𝑡
𝟏 + 𝑖
𝐒−1𝐇
2ℏ ∆𝑡
𝐀(𝑡) (A.5) 
そして、(A.5)式の左から𝐒 (𝟏 + 𝑖
𝐒−1𝐇
2ℏ
∆𝑡)をかけると、(A.6)が得られる。 
 (𝐒 + 𝑖
𝐇
2ℏ
∆𝑡)𝐀(𝑡 + ∆𝑡) ≈ (𝐒 − 𝑖
𝐇
2ℏ
∆𝑡)𝐀(𝑡) (A.6) 
(A.6)式の複素連立方程式を解くことで展開係数 A の時間発展を行う。この形にすることで、
S の逆行列を計算しなくて済む。逆行列の計算は数値的な不安定性を招く原因の 1 つである
ため、この問題を避けることができる。 
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・ 付録 B ガウス積分の解析式 
ここでは、1 次元ガウス基底 g 
 𝑔𝑗(𝑞) = exp⁡(−𝛼(𝑞 − 𝑄𝑗)
2
+
𝑖
ℏ
𝑃𝑗(𝑞 − 𝑄𝑗) + 𝑐) (B.1) 
の解析式を示す。c は規格化定数、i は虚数単位、α1 = α2 = … = α は幅に対応するパラメー
タ、 Pjは中心運動量、Qjは中心位置である。 
 
○重なり積分の行列要素 
 𝑆𝑗𝑘 = ⟨𝑔𝑗|𝑔𝑘⟩ = exp⁡{−
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
8𝛼
−
𝛼(𝑄𝑗 − 𝑄𝑘)
2
2
+ 𝑖
1
2
(𝑄𝑗 − 𝑄𝑘)(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)} (B.2) 
 
○運動エネルギーの行列要素 
 𝐾𝑗𝑘 = ⟨𝑔𝑗|−
ℏ2
2𝑚
𝑑2
𝑑𝑞2
⁡ |𝑔𝑘⟩  
 ={𝛼 −
1
4
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
− 𝛼2(𝑄𝑗 − 𝑄𝑘)
2
+ 𝑃𝑗𝑃𝑘 + 𝑖𝛼(𝑃𝑗 + 𝑃𝑘)(𝑄𝑗 − 𝑄𝑘)} 𝑆𝑗𝑘 (B.3) 
 
○ポテンシャルエネルギーの行列要素 
1. ポテンシャル関数が局所 2 次近似の場合 
 𝑉(𝑞) = 𝑉0 + 𝑉1 (𝑞 −
𝑄𝑗 + 𝑄𝑘
2
) +
1
2
𝑉2 (𝑞 −
𝑄𝑗 + 𝑄𝑘
2
)
2
 (B.4) 
 𝑉𝑗𝑘 = ⟨𝑔𝑗|𝑉(𝑞)|𝑔𝑘⟩ = {𝑉0 − 𝑖𝑉1
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
4𝛼
+
1
2
𝑉2 (
1
4𝛼
−
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
16𝛼2
)} 𝑆𝑗𝑘 (B.5) 
 
2. モースポテンシャルの場合 
 𝑉(𝑞) = 𝐷{1 − exp(−𝛽𝑞)}2 (B.6) 
 
𝑉𝑗𝑘 =𝐷 [1 − 2exp{−
𝑄𝑗 + 𝑄𝑘
2
𝛽 +
𝛽2
8𝛼
+ 𝑖
𝛽
4𝛼
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)}
+ exp{−(𝑄𝑗 + 𝑄𝑘)𝛽 +
𝛽2
2𝛼
+ 𝑖
𝛽2
2𝛼
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)}] 𝑆𝑗𝑘 
(B.7) 
 
3. 1 次元 2 重井戸型ポテンシャル(4 次関数)の場合 
 𝑉(𝑞) =
𝑈
𝑑4
(𝑞2 − 𝑑2)2 (B.8) 
4 次関数なので、4 次まで展開する。 
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𝑉(𝑞) = 𝑉0 + 𝑉1 (𝑞 −
𝑄𝑗 + 𝑄𝑘
2
) +
1
2
𝑉2 (𝑞 −
𝑄𝑗 + 𝑄𝑘
2
)
2
+
1
6
𝑉3 (𝑞 −
𝑄𝑗 + 𝑄𝑘
2
)
3
+
1
24
𝑉4 (𝑞 −
𝑄𝑗 +𝑄𝑘
2
)
4
 
(B.9) 
 
 
𝑉𝑗𝑘 = ⟨𝑔𝑗|𝑉(𝑞)|𝑔𝑘⟩ = [𝑉0 − 𝑖𝑉1
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
4𝛼
+
1
2
𝑉2 {
1
4𝛼
−
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
16𝛼2
}
+ 𝑖
1
6
𝑉3 {−
3(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
16𝛼2
+
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
3
64𝛼3
}
+
1
24
𝑉4 {
3
16𝛼2
−
3(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
2
32𝛼3
+
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘)
4
256𝛼4
}] 𝑆𝑗𝑘 
(B.10) 
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・ 付録 C 改良した BEL MCG 法の 1 次元 2 重井戸型ポテンシャルへの適用 
 
 ここでは、改良した BEL MCG 法[2]を 1 次元 2 重井戸型ポテンシャルへ適用して、基底
の配置などを考察し、本手法と比較する。 
 
 BEL MCG 法で懸念されることとして基底の数が膨大になることが挙げられる。その原因
として、波動関数を展開するために用いられるガウス基底だけでなく、波束伝搬のために用
いられるガウス基底が大量に生じることが考えられる。展開に用いる基底と波束伝搬に用
いる基底の数を調整するには、(C.1)式の第 1 項と第 2 項 
 𝑓𝑗(𝐪) = Θ[|Ψold(𝐪)|
2 − 𝜀]∑‖𝐪 − 𝐐𝑘‖
𝑗−1
𝑘=1
+𝜔|𝛿Ψ𝑗−1(𝐪)|
2
 (C.1) 
それぞれをBalance parameter ω で重みを変えることでこの問題は程度解消される。しかし、
数が増えると基底間の重なりが生じる恐れがあり、数値的に不安定になる傾向もある。 
 以上のことを踏まえて、ここではガウス基底の中心位置を決める方法を改良する。ガウス
基底の中心は(C.1)式の右辺第 1 項を除いた関数を用いて、その値が最大になるときの変数
q の値 Qj = maxq fj (q)とする。 
 𝑓𝑗(𝐪) = |𝛿Ψ𝑗−1(𝐪)|
2
 (C.2) 
 (C.2)式を用いることで、配置されるガウス基底は δΨi-1の確率分布が最大になる位置に置
かれるため、展開に必要な数が減る。しかし、このままでは重なりの大きい基底が生じて数
値的に不安定になる。これを回避するために次のような手法をとる。まずは、ガウス基底間
の重なり積分 Smiの絶対値があるしきい値を超えるか確かめる。しきい値を超えるガウス基
底が生成されると判断されたときは(C.3)のように、そのガウス基底の展開係数とその重な
り積分との積を、重なった m 番目のガウス基底の展開係数に加える。 
 𝐴′𝑚 = 𝐴𝑚 + 𝐴𝑖𝑆𝑚𝑖 (C.3) 
精度を決定する accuracy parameter ε は、ガウス基底の幅と展開の終了条件にそれぞれ εαと
εrを定義する。 
 
 以上のように改良した BEL MCG 法を適用した結果を次に述べる。初期波動関数はガウス
型であり、幅 α = 4.63 a0−2、波束の中心 Q = −0.479 Å、運動量 P = 0 とした。基底の幅の精度
を決めるパラメータ εα (hartree)と再展開の収束条件となるパラメータ εr (無次元)は共に 10−4
とした。再展開は 121 fs ごとに行う。 
基底の幅と運動量を決定する関数の最適化法は Nelder-Mead 法[3](非線形計画法)を用い
た。 
 
改良した BEL MCG 法による波束の時間発展を図 C.1 に示す。右側の井戸付近に十分なガ
ウス基底が配置される時刻 8.1 ps 以降は展開係数の時間発展のみを行っている。 
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 最初の数 ps は波束の変化は見られなかったが、約 4 ps 後に右の井戸に移り始めた。約 13 
ps には右の井戸に波束がほぼ全て移り、トンネル効果を記述できた。その後は左の井戸に
再び波束が戻り、周期的な波束の運動も記述できた。 
 
 
図 C.1 波束の時間発展。初期時刻から約 4 ps までは波束は左の井戸に留まった。それから
徐々に右の井戸に移り、13.3 ps で完全に右の井戸に移った。それから再び左の井戸に分布
が移り、22.0 ps で完全に左の井戸に戻った。 
 
次に、左側の井戸付近の分布を図 C.2 に示す。左側の井戸付近での分布が周期的な時間変
化になる時点から周期を算出すると 17.5 ps となり、固有状態の重ね合わせから算出した周
期(15.1 ps)とはやや異なる結果となった。 
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図 C.2 左側の井戸での波動関数の分布。4 ps までは 1 のままであるが、それから値が下が
り、13 ps でほぼ 0 をとっている。それから値が増えて 22 ps で 1 になった。それ以降も値
が 0 ~ 1 の範囲で周期的にとっており、その周期は 17.5 ps となった。 
 
しかし、右側の井戸付近に分布が生じるまで数 ps 要する結果となった。この原因を考察
するため、ガウス基底が座標上でどのように分布しているかを考察する。 
 
 まずは、波動関数を展開するために用いた基底の数と左右の井戸付近それぞれに生成さ
れた数を比較する。その時間変化を図 C.3 に示す。左側の井戸に分布した基底の数は最初の
約 2 ps までは 30 個程度に留まっていたが、その後から波束の数が増大した。右側の井戸に
分布した数も同様に 2 ps ほど経過してから波束の数が増大しており、最後に再展開を行っ
た 8.1 ps の時点では左右の数はほぼ同じ数となった。 
 初めの 4 ps まで右側の井戸付近に分布が生じない理由は、右側の井戸に基底が配置され
るまで時間を要するためだと考えられる。 
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図 C.3 ガウス基底の数の時間変化。(赤線)展開に用いた基底の数、(緑線)左側の井戸(q < 0)
のガウス基底の数、(青線)右側の井戸(q > 0)のガウス基底の数。2 ps までは左側の井戸に 40
個程度が存在している。それから基底が増えて、3 ps から右側の井戸にも基底が配置されて
いる。6 ps で数が 130 個程度の一定になっている。最大で 207 個の基底を用いた。 
 
 次に、ガウス基底の中心位置と中心運動量の位相空間上での分布を調べた。図 C.4 と図
C.5 にその時間変化を示す。初期時刻では、P = 0 上の基底が多く配置されている。数が増
えると、P ≠ 0 の基底も生じる。0 ~ 2 ps は同じような広がり具合であるが、3 ps の時点では
基底の位置はほとんどが q < 0 にあり、運動量は−150 ħ/a0 < P < 150 ħ/a0と広く分布してい
る。それからは右側にも分布していき、位置も広く分布した。位置 Q 方向には適した広が
り具合になっているが、運動量 P 方向には、初期波動関数の運動量方向の幅(Δp = 2.15 ħ/a0)
に比べると広く分布しすぎているため、無駄な基底が多いことがわかる。このように、基底
が位相空間上に広く分布することで適切にトンネル効果を記述できると考えられる。初め
の 2 ps までは基底が局所的に収まってしまい、波動関数を伝搬するための数が不十分であ
ったことから、トンネル効果が序盤のほうでうまく記述できなかったと考えられる。 
 
 改良した BEL MCG 法では、トンネル効果による井戸間の波束の運動を定性的に記述でき
るが、周期などは一致しなかった。基底の位相空間上での分布もばらつきが大きく、要した
基底の数は最大で 207 個と無駄な基底が多いこともわかる。それに対して、本手法は周期も
よく一致して定量的にも良く、基底の数は最大で 16 個と効率化もできている。 
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図 C.4 ガウス基底の中心(Qj, Pj)の位相空間上での分布(0 ~ 2.9 ps)。(a)の始めの時刻では、P 
= 0 上の基底が多く配置されている。数が増えると、P ≠ 0 の基底も生じる。(a)と(b)は同じ
ような広がり具合であるが、(c)の時点では基底の位置はほとんどが q < 0 にあり、運動量は
−150 ħ/a0 < P < 150 ħ/a0と広く分布している。 
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図 C.5 ガウス基底の中心(Qj, Pj)の位相空間上での分布(3.87 ~ 8.10 ps)。(d)の約 4 ps になると
右側にも基底が増えていき、(f)の 8.1 ps になると、空間全体に広く分布している。位置 Q 方
向については適した広がり具合になっているが、運動量 P 方向については、初期波動関数
の運動量方向の幅(Δp = 2.15 ħ/a0)に比べると広く分布しすぎているため、無駄な基底が多い
ことがわかる。 
  
102 
 
・ 付録 D 分子系に適した手法への拡張方法とクーロン系への応用 
 ここでは、本手法を分子系(多粒子系)に適した手法となるように拡張する方法について述
べる。また、クーロンポテンシャル系の電子波束への応用についても述べる。 
 
・多配置時間依存 Hartree(multi-configuration time-dependent Hartree; MCTDH)法[4]への適用 
 MCTDH法ではN粒子波動関数を時間依存1粒子軌道{φk}のHartree積の線形結合で表す。 
 Ψ(𝐪1, 𝐪2,⋯𝐪𝑁, 𝑡) = ∑ 𝐴𝑗1,𝑗2,⋯𝑗𝑁
𝑗1,𝑗2,⋯𝑗𝑁
(𝑡)𝜑𝑗1(𝐪1, 𝑡)𝜑𝑗2(𝐪2, 𝑡)⋯𝜑𝑗𝑁(𝐪𝑁, 𝑡) (D.1) 
ここで、{Aj1,j2,…jN}は展開係数、{qj}は原子核の自由度である。1 粒子軌道を用いることによ
って原子核あるいは分子振動モードごとに分割して波動関数を記述できるため、TDSE の厳
密解法と比べて必要な計算コストを減らすことができる。このような多配置波動関数を用
いることで量子ダイナミクスの適切な記述が可能となる。 
 基本的にはこの 1 粒子軌道はグリッド表示で扱われる。そこで、本手法を 1 粒子軌道に
適用して時間に依存しないガウス基底で展開する。 
 𝜑𝑗𝑘(𝐪𝑘, 𝑡) =∑𝑐𝑙(𝑡)𝑔𝑙(𝐪𝑘)
𝑛
𝑙=1
 (D.2) 
時間発展に必要な積分がガウス積分になるため計算コストの削減に繋がる。本手法を
MCTDH 法に組み込むことで、より多自由度(多粒子)系を扱えるような手法になると期待で
きる。その場合、本手法の 3 次元の場合を基本として 1 粒子軌道を展開する。 
 (D.1)式のように 1 粒子軌道の積で波動関数を表すと、粒子や自由度に応じて展開に用い
るガウス基底の数を調節できる。重い粒子は動く範囲が比較的狭いため、少ない数の基底で
その運動が記述できる。水素原子などの軽い粒子にはガウス基底を多く用いて適切に運動
を記述する。このように基底の数を調節することで、多粒子系に適した手法となる。 
 G-MCTDH 法[5]は 1 粒子軌道を時間に依存する 1 つのガウス基底で置き換えていたが、1
粒子軌道の形がガウス型に制限されたり、多配置によってガウス基底の重なりが大きくな
りすぎて数値的な不安定さを招いてしまったりといった問題が考えられる。それに対して、
本手法の場合は 1 粒子軌道の形に柔軟性があり、時間に依存しないガウス基底であるため
基底間の重なりの増大による数値的な不安定化は生じない。 
 
実際の分子系の場合では多次元ポテンシャルエネルギー曲面の構築は不可能であり、必
要最小限のポテンシャル曲面の情報で時間発展を追う必要がある。それに関して、本手法で
はポテンシャル関数の局所 2 次展開が有効であることを示した。そのうち、1 次の項の係数
V1 はポテンシャルの勾配、2 次の項の係数 V2 はポテンシャルの曲率であり、どちらも量子
化学計算(電子状態計算)で評価可能である。そのため、分子の形に対応した V1と V2を量子
化学計算と統合させることで、On-the-fly での ab initio 量子波束計算が可能であると言える。
さらに、反応経路自動探索法[6][7][8]を用いると、反応物と遷移状態を自動的に求めること
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ができるため、波束が通過する位置のポテンシャル面の情報に限定して計算することで、分
子系への拡張がより現実的となる。 
 
・クーロンポテンシャル系への応用 
 本手法はクーロンポテンシャル系に応用することも可能である。基本的にはポテンシャ
ル関数をクーロンポテンシャルにすればよい。クーロンポテンシャルでは核の位置に尖点
(カスプ)があるためポテンシャル積分をする際に注意が必要であるが、ガウス基底を用いる
場合では解析的に積分が可能[9]であるため容易に扱うことができる。また、クーロン系で
は原子核近傍で電子の運動量が大きく、離れるにつれて小さくなる傾向がある。そこで、原
子核近傍では幅が狭いガウス基底(α が大きい)を、離れるにつれて幅が広い基底(α が小さい)
を用いるように、von Neumann 格子のセルの形に柔軟性を持たせることでより効率的に電子
波束を記述できる(図 D.1)。 
 多電子系の場合は、本手法を多配置時間依存 Hartree-Fock 法[10]に組み込むことでより適
した手法になる((D.3)、(D.4)式)。 
 Φ(𝑡) =∑𝐶𝐼
𝐼
(𝑡)‖𝜙1𝜙2⋯𝜙𝑁‖ (D.3) 
 𝜙𝑗(𝑡) =∑𝑐𝑙(𝑡)𝑔𝑙
𝑛
𝑙=1
 (D.4) 
 
 
図 D.1 (左図)クーロンポテンシャル中の電子波束と、それぞれ幅が異なるガウス基底の組。
クーロンポテンシャルの中央（核の位置）付近の基底は幅が細く、外側になるにつれて基底
の幅を広くする。(右図)電子波束と基底の位相空間表示。中央の基底は運動量方向に幅が広
く、位置方向は幅が狭い。外側の基底は運動量方向の幅は狭く、位置方向は幅が広い。 
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